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About the Rotation Number in the Circle and the Ring

Abstract: One of the fundamental concepts and tools for studying the existence of periodic orbits
is the rotation number, introduced by Henri Poincaré around the year 1913, playing a crucial role in
the qualitative description of dynamic systems. In this work, we will provide a detailed review of the
properties of the rotation number in the circle and the ring, presenting some applications to Morse-
Smale diffeomorphisms, billiard flow, and geodesic return map.

Keywords: Rotation Number; Homeomorphism; Billiards; Periodic Orbits; Morse-Smale

Sobre o numero de rotacdo no circulo e no anel

Resumo: Um dos conceitos e ferramentas fundamentais para o estudo da existéncia de orbitas pe-
riodicas € o numero de rotacdo, introduzido por Henri Poincaré por volta do ano de 1913, desem-
penhando um papel fundamental na descricao qualitativa de sistemas dinamicos. Neste trabalho,
sera realizada uma revisdo detalhada das propriedades do nimero de rotacdo no circulo e no anel,
e apresentaremos algumas aplica¢des aos difeomorfismos Morse-Smale, ao fluxo billiard e ao mapa
de retorno geodésico.

Palavras-chave: nimero de rotagao; homeomorfismo; billiard; érbitas periddicas; Morse-Smale



Facultad de Ciencias Basicas = Vol. 18(1)

Introduccion

Los sistemas dindmicos son una de las ramas de la
matemadtica mas estudiadas en la actualidad, de-
bido a sus multiples aplicaciones a los fendmenos
fisicos y situaciones de la vida real [1], [2], [3]. Sus
inicios se remontan a los estudios de Isaac Newton
en el campo de la mecanica celeste [4], y de Henri
Poincaré en la teoria cualitativa de las ecuaciones
diferenciales [5], [6]. Si bien, hay una larga tradi-
cion en el estudio de sistemas dinamicos, no fue
sino hasta los afnos cuarenta que se establecieron
como una rama de la matematica, gracias a los
aportes y al trabajo destacado de varios matema-
ticos, fisicos e ingenieros, entre los que se pueden
mencionar: Stephen Smale, ganador de la medalla
Fields en 1966 [7], [8], [9]; Lyapunov y su teoria de
la estabilidad [1], y Robinson y Arnold, entre otros
[10], [11], [12].

De manera general, en los sistemas dinamicos
se abordan situaciones que dependen de algunos
parametros definidos (por lo general, el tiempo),
y cuya variacion se da de acuerdo con una serie de
leyes ya establecidas, por ejemplo, leyes fisicas, y se
trata de predecir el comportamiento hacia el futu-
ro y hacia el pasado a partir de unas condiciones
iniciales dadas [13], [5], [14].

Cuando se estudian sistemas dindamicos, ge-
neralmente la ley de evolucién esta dada por una
funcién f y el espacio de tiempos puede ser dis-
creto (T = Z) o continuo (T = R) [6], [7]. Se quie-
re determinar el comportamiento futuro de este
sistema, y obtener informacion sobre la existencia
de orbitas periddicas del sistema y del comporta-
miento en términos de estabilidad del mismo. Se
sabe que, para un sistema dindmico, con una ley de
evolucion dada por un difeomorfismo' f sobre, R
no hay recurrencia no trivial, y solo pueden existir
puntos peridédicos de periodo uno o dos [15]. No
ocurre lo mismo en el caso del circulo S, en don-
de hay recurrencia no trivial y se pueden encon-
trar puntos periddicos de cualquier periodo. Esto
hace que sea mas interesante estudiar la dindamica

1 Esto es, funcién biyectiva, diferenciable e inversa

diferenciable.
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de difeomorfismos sobre Sy sobre otros espacios,
como el anillo, la esfera, el toro, etc. La importan-
cia de trabajar sobre difeomorfismos esta en el he-
cho de que la funcion debe ser diferenciable con
inversa diferenciable, lo cual es importante para
aplicar las propiedades en algunos escenarios de la
fisica en los que se requieren estas hipdtesis.

De acuerdo con lo anterior, el objetivo principal
del estudio de este documento es revisar de manera
profunda los conceptos, propiedades y resultados
importantes del nimero de rotacion en el circulo y
en el anillo, y mostrar la importancia que tiene este
namero en algunas aplicaciones de la fisica, como
el problema de los tres cuerpos, los flujos billiard
y el mapa de retorno sobre geodésicas. En todos
estos problemas se estudia la existencia de drbitas
periddicas y, en ese sentido, el numero de rotacion
juega un papel fundamental, tal y como se vera en
las siguientes sesiones. Primero, se revisara la de-
finicién y propiedades del nimero de rotacion en
el circulo, luego, en el anillo, y notaremos algunas
diferencias importantes cuando se cambia de un
espacio a otro. Finalmente, se abordaran algunas
aplicaciones del nimero de rotacion.

El nUmero de rotaciony
homeomorfismos en el
circulo

En esta seccién se revisard la dindamica de los
homeomorfismos definidos sobre el circulo que
preservan la orientacién [1]. Una herramienta im-
portante que hace posible este estudio es el nimero
de rotacion, que mide el promedio en que es rotado
un punto en el circulo al ser iterado por un homeo-
morfismo. Se demostrard que, cuando este nume-
ro es racional, se puede garantizar la existencia de
una Orbita periddica.

El numero de rotaciéon ha sido un concepto
muy estudiado por multiples autores. Entre estos,
podemos mencionar a Jhon Franks y sus inves-
tigaciones sobre el nimero de rotacién en una y
dos dimensiones, en indagaciones sobre geodési-
cas, en homeomorfismos del circulo y del anillo, y
en los difeomorfismos de Moser [16]-[23]. Handel
analizé propiedades del nimero de rotacién en
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homeomorfismos definidos sobre el anillo [24];
Herman obtuvo propiedades de los difeomorfis-
mos definidos sobre el circulo usando el numero
de rotaciéon [25]; Novo y Nunez examinaron el
numero de rotacién en sistemas hamiltonianos
[26]; Zhang y Obaya estudiaron la existencia de
orbitas periodicas usando el nimero de rotacién
[27]; Pavani y Veldhuizen realizaron aproxima-
ciones numéricas del nimero de rotacién [28],
[29] y [30], y Lambert estudié el numero de ro-
tacion y los exponentes de Lyapunov para mapas
de dos dimensiones [31], [32]. Otros autores que
obtuvieron resultados acerca de la existencia de
orbitas periddicas de diferentes tipos de mapeos
fueron Jhonson, Puel, Bates, Feng, Jaroslaw y Na-
vas [32]-[38].

El namero de rotaciéon también se puede definir
en el anillo. En la siguiente seccidn, se trabajaran
algunas propiedades y resultados importantes del
numero de rotacién en dicho espacio. El estudio
del numero de rotacion en la esfera también ha sido
estudiado a profundidad, y requiere elementos de
topologia algebraica, de la teoria Carathéodory y
prime ends, del indice de Letschetz, etc. Para am-
pliar la informacion se puede consultar: [39]-[45].

Primero, recordaremos algunas definiciones
clasicas en sistemas dindmicos [1], [10].

Definicion 1. Para una funcién continua f, la
orbita a futuro de un punto a es el conjunto

0% (a) = {f"(a) In =0} ¢))

Analogamente, si f es invertible, la orbita
hacia el pasado es definida como

0~ (a) = {f"(a@) In< 0} @

Ahora, la definiciéon de punto critico y punto
periddico.

Definicion 2. Dada f, una funcién diferencia-
ble, un punto a es llamado un punto critico de f si
f'(@) = 0. Si, ademas, f"(a) # 0, el punto critico se
dice no-degenerado.

Definicion 3. Sea f una funcion continua a va-
lor real, f: R = R. Un punto a se dice peridédico de
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periodonsi f™(a) =ay fY (a) # apara0 <j <
n. Si a tiene periodo uno, entonces este es llamado
un punto fijo.

Ahora, definimos el conjunto estable e inesta-
ble de un punto fijo p [1], [3], [46], [47].

Definicién 4. Suponga que f: X — X es un ho-
meomorfismo y p € X un punto fijo de f. El con-
junto estable W* (p) se define ast:

Wo(p) = {x € X | lim dist(f"(x),p) = 0} (3)
Y el conjunto inestable W* (p)
WH(p) = {x €X| lim dist(f"(x),p) =0} (4)

Donde dist(f™(x), p) denota la distancia de
fr@) ap.

Consideremos la ecuacién en diferencias x,,,
= f(x,) con n € N. Cuando los valores propios de
la matriz Df(p) satisfacen que |A| # 1, entonces el
punto fijo se denomina hiperbélico. Los puntos
hiperbolicos han sido de gran interés en el estu-
dio de las propiedades de orbitas periddicas. Por
ejemplo, en [48] se estudian en los difeomorfismos
hamiltonianos y en [51] se demuestra la existencia
de infinitos puntos hiperboélicos en mapeos de una
y dos dimensiones.

El nGmero de rotacion

Se denota por S* = {z: |z| = 1} al circulo unitario.
Luego, existe una proyeccion natural m: R - St
dada por:

n(t) =t mod 1 6 mw(t) = e?mit (5)

A lo largo de toda la seccién f: S* — S! serd
un homeomorfismo que preserva la orientacion, es
decir:
x<ymod1l entonces f[(x)<f(y)mod1l (6)

A una aplicacién f: R — R que satisfaga la si-
guiente condicion:

moF =form

F. Sanchez Salazar



Facultad de Ciencias Basicas = Vol. 18(1)

Se le denomina un levantamiento de f y sa-
tisface que es una funcién monoétona creciente s
ademads, F(x + 1) = F(x) + 1.

La primera propiedad es consecuencia de que
f preserve orientacion y, la segunda, del hecho de
que es una funcién periddica de periodo uno.

Ejemplo 1. Sea fAla rotacion en A unidades en

St
filx) =x+Amod1

Es facil ver que F(x) = x + A es un levanta-
miento de f. En efecto,

mo F(x) = n(F(x)) = m(x + 1) = 2™O+D =
fi(m(x)) = fom(x)

Sea f: S* - S! un homeomorfismo que preser-
va la orientacién, y Uy V dos levantamientos de
f- Entonces, mo U= fomymo V= f o, porlo
tanto, mo U= mo V. Se concluye que F(x) = G(x)
+ n paraalginn € Z.

Definicion 5. Sea f: $* > S! un homeomorfis-
mo con la propiedad que preserva la orientacion
y considere f: R — R, un levantamiento de f. Se
define el niimero de translacion como:

po(F,x) = 71{zngo Frx (7)

n

Surgen de inmediato algunas preguntas, como,
por ejemplo: el limite existe?, ses independiente de
x?, ;qué sucede si escojo otro levantamiento?

Sean Fy G dos levantamientos de f. Entonces,
F(x) = G(x) + k, por lo tanto:

F2(x) =F(G(x)+k) =F(GX))+k =G
(G(x)) + 2k = G*(x) + 2k

En general, F*(x) = G" (x) + nk, luego:

Sobre el nUmero de rotacién en el circulo y el anillo

F'(x) —x G"(x) —x+nk
-  -1fm—
n—-oo n

po(F,x) = lim
n—-oo

= pO(Glx) +k

Esto da respuesta a la tercera pregunta. Para re-
solver las otras dos, se enuncia el siguiente teorema

1].

Teorema 1. Sea f: S$* - $' un homeomorfismo
con la propiedad que preserva la orientacion y F: R
— R un levantamiento de f. Entonces, para todo x
€ Rel limite

F™'(x)—x (8)

n

po(F,x) = lim
n—oo
Existe y es independiente del punto x.

Demostracién. Supongamos, por ahora, que el
limite existe para algin x € [0,1). Como  tiene
periodo uno, entonces Fenvia un intervalo de lon-
gitud uno en otro intervalo de longitud uno. Por lo
tanto, si x, y € [0,1), entonces |[F* (x) — F* (y)| <
1. Luego:

I(F*(x0) = x) = (F*(y) =9I < [F™(x) = F*(y)

[+ ]x—yl <2
Y ast:
o0 = fin O = iy O
= po(F,y)

Ahora, como F" (y + k) = F* (y) + k, conclui-
mos que el limite existe para todo y € R.

Veamos ahora la existencia en el caso en el que
x € [0,1). Existen dos posibilidades, que x sea pun-
to periddico o que no lo sea.

En el primer caso, tenemos que existenz € S'y

q € N tales que f? (z) = z. En consecuencia, existe
x € R tal que m (x) = z, ast:
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fi(n(0) =n(x)

Por otro lado, como mo F (x) = f o m (x), en-
tonces mo F7 (x) = f7 o m (x) para todo x € R.
Ademas, mo F9 (x) = m (x) implica F9 (x) = x +
pparap €EN.

Sea n € N. Por algoritmo de la division, existe
k eNtalquen =kq +rcon 0 < r < g, entonces:

FM(x) = FX(FT (x)) = FT(qu (x)) =

F'(x+kp) =F"(x)+ kp

Por lo tanto,

F(x)-x _ F"(x)+kp-x
n - kq+r

©)

Y tomando limite en (9), cuando n — oo,
tenemos:

F™"(x) — x _

k—>oo

Fr(x)—x+kp p
kq+r T q

lim

n—oo

Se concluye que, si 7(x) es un punto peridédico
de f, entonces el limite existe.

Supongamos ahora que m(x) no es un punto pe-
riédico de f, entonces:

Fi(x)#x+p paratodo x€ER p,qg€eN

Como F es continua para cada p, ¢ € N,
tenemos:

F1(x)>x+po F7(x) <x+p,es decir, F7 (x)
—x>po Fi(x) —x <p. Dado n € N escogemos
p, tal que:

Fn(x)_x<pn Yy pn_1<Fn(x)_x<pn

Para todo x € R. Luego, para cualquier m € N:
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m—1

mp, —1) < F™(x) —x = Z [F"(F""(x))

~F" ()| < mp,

Por lo tanto,

p_n _ l < FM(x)—x < p_n (10)
n n nm n
Pm 1 _FO)-X _ Pm (11)
m m nm m
Pm Pn 1 1
De (10) y (11) tenemos que [ ~— | <. t5 ¥

como la sucesion lzles convergente, entonces (2

n . n
resulta ser de Cauchy, en virtud de que R es uf
espacio métrico completo, entonces, esta sucesion
converge. Si tomamos limite a ambos lados, por el
teorema del emparedado tenemos que:

F'(x) —x
L: limp—n<+oo

n—-oo N

lim
n—cw n
Por lo tanto, el limite existe. Concluimos que p,
(F, x) existe para todo x € S*.
De la prueba del teorema anterior podemos de-
ducir el siguiente lema.

Lema 1. Dado f: $* - S'y G, un homeomorfis-
mo que preserva la orientaciéon y un levantamiento
de f, respectivamente, y m € Z entonces:

po(G™ x) =mpo(G,x)  x€ER
Demostracion. Partimos de lo siguiente

Gn(Gkn(x))_Gkn(x)

n

G (x)-x _

n

(12)

Haciendo y = G*" (x) en (12), y usando el hecho
de que el namero de translacion no depende de la
escogencia del punto, tenemos:

F. Sanchez Salazar
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_ M) —x mz_l G"(Gkn(x)) —- G (x)

po(G™ x) = - "
k=0
m-1 m—1
G-y
= ) lim === > py(6,3) = mpo (6. )
k=0 k=0

Definiciéon 6. Sea f: $' - §' un homeomor-
fismo que preserva la orientaciéon y f: R - R un
levantamiento de f. Definimos el niimero de rota-
cion de f como:

p(f) = po(F) mod 1.

El nimero de rotacion no depende del levanta-
miento, ni del punto, y siempre existe.

Intuitivamente, esta cantidad mide el prome-
dio en que es rotado un punto en el circulo después
de iterarlo por la aplicacion f.

A continuacién, damos algunos teoremas y la
demostracion de estos, que muestran propiedades
importantes del niimero de rotacion [1], [16], [13].

Teorema 2. Supongamos que f: S' - S! es un
homeomorfismo que preserva la orientacién. Dado
€ > 0, existe § > 0, tal que, si g: S* - S es un ho-
meomorfismo C° — & cercano a f, entonces |p(f)
— p(g)| <e.

. 2
Demostracion. Sea n € N, tal que — < €. Pode-
mos tomar un levantamiento F que satisfaga:

r—1<f"(0)<r+1 paraalgtn enteror

Sea 6 suficientemente pequeiio y G un levanta-
miento de g tal que

r—1<6™"(0)<r+1

Entonces,
m(r—1) < F™(0) <m(r+1) (13)
mr—1) <¢™(0) <m(r+1) (14)

Sobre el nUmero de rotacién en el circulo y el anillo

Asi pues, de (13) y (14), tenemos:

F™(0)  G™™(0) 22
mn mn n

<e€

Por lo tanto, |p, (F) — p, (G)| < €y concluimos
que [p(f) — p(g)| < €

Teorema 3. El numero de rotacion es un inva-
riante de conjugacion topoldgica.

Demostracion. Sean f'y h dos homeomorfismos
de S* que preservan la orientacion, y sean F y H
levantamientos de f y h, respectivamente. Afirma-
mos que H o F o H™) es un levantamiento de h o f
o h™). En efecto:

moHoFoH '=homoFoH '=hofomoH!

=ho f o h_1 oTT
Ahora,
(HFH )" ()-x  _ HF"H " (x)-x
n - n
H(F"H—l(x))—F"(H—l(x))
= +
n
n H1(x)-x
n
F(H () -H ! () (15)
L B A

n

Observamos que, tomado limite cuando n — oo
en (15), el primer y tltimo término tienden a cero,
por lo tanto:

—1\n _
po(hfh1) = gl_{{}o (HFH 31 (x) —x _

n(pg-1 -1
limF W) - (x)=po(f)

n—co n

Con lo cual, podemos concluir que p (hfh™)
= p(f)
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Teorema 4. El nimero de rotacion es racional
si, y solo si, f tiene un punto periddico.

Demostracion. Si f tiene un punto periodico, se
tiene de inmediato que el nimero de rotacion es
racional. Probemos el otro sentido.

Supongamos que el nimero de rotacion es ra-
cional, p(f) = ;—J. Sea fun levantamiento de f. Por
lo tanto, py(F) = s +k, k€Z.SeaF(x)=F(x)
— k, asi pues, po(F) = 2, y ademas, p, (F? — p) =
0. !

Llamemos G(x) = F? (x) — p. Basta ver que G
tiene un punto fijo en R, pues esto implicaria que
el conjunto de puntos periddicos con periodo g de
f es no vacio.

Tenemos tres casos:

@) G0)=0

b) G0)>0 «¢) G(0)<O0.

Consideraremos solamente el segundo caso,
pues el primero es trivial y el tercero es analogo al
segundo caso.

Como F es creciente, entonces G también lo es,
por lo tanto:

0<G(0)<G*(0)<--<G™....

Asi, tenemos de nuevo dos casos:

Si0 < G"(0) <1 paratodon € N, entonces G"
(0) resulta ser una sucesion acotada y mondtona,
por lo tanto, es convergente:

G™(0) » x, cuando n — oo,

Glxy) = G (lim Gn(O)) — 1im G™*1(0) = x,
n—oo n—-oo

Asi, G tiene un punto fijo.

Ahora, supongamos que existe k > 0 tal que G*
(0) > 1 luego:

G2*(0) > G*(1) =G+ +1>2

Razonando inductivamente, G’* (0) > j, por lo
tanto:
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GJ’_((O) > l, es decir, Po(G) > %
jk k
Lo cual es una contradiccién, ya que p, (G) = 0.
Esto nos dice que este caso no se tiene, con lo cual
se termina la prueba.
Los siguientes teoremas estdan basados en la
teoria de [1].

Teorema 5. Sea f, una rotacion en S$'. Si 1 es
irracional, entonces f, no tiene puntos periédicos,
y todo punto en S* tiene una orbita densa.

Demostracion. Por el teorema anterior, tenemos
que una rotacion irracional no puede tener puntos
periddicos.

Veamos que todo punto tiene una drbita densa.
Recordemos, del ejemplo 1, que f,(x) =x + Aesun
levantamiento de f,y, ademas, p, (f,) = A+ k con

kENyp(f) =2

Afirmamos que los F){ (x)son distintos, modulo

1, para todo j € N.
En efecto, si existieran n, m tal
que Fi'(x) =F"(x) mod 1,

x+nl=x+mi+k dedondel=ﬁ,locual

entonces

es una contradiccion. Asi pues, {F,{ (X)}jen €s un
conjunto infinito y, por lo tanto, {f)lj ()} jey tam-
bién lo es. Como S* es compacto, este conjunto tie-
ne un punto de acumulacion en S*.

Luego, d( o, it (x)) < €. Como el levanta-
miento preserva la longitud, si ¢ = m — n, enton-

ces d(F? (x) — x) < € de donde concluimos que
esta es una orbita densa.

Teorema 6. Sea h: R —» R un homeomorfismo
que preserva la orientacion con nimero de rota-
cion irracional. Para x € SY, si consideramos [ =
[A" (x), A™ (x)] con n, m € Z y n # m, entonces
la 6rbita positiva de todo punto y € S* tiene otro
punto en I, es decir:

M ONNEN

Demostracion. Vamos a mostrar primero el re-
sultado para n = 0 y m = 1. Hay que aclarar que
existen dos intervalos en $* acotados por x y h(x),
pero esto no es problema, el resultado vale para
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ambos intervalos. La prueba se fundamenta en que
Iy I, =h (I) tienen un punto en comun, x. Asi,
h7t (I,) y I, también tienen un punto comun, h™*
(%), v asi sucesivamente. Entonces, U, I, cubre S!
y, en particular, existe k > 0 tal que y € h™* (I).
En el caso de que U, I, no cubran todo el circulo,
entonces los extremos de I, convergen aw € S'.

limh™*(x) = w = lim h*(h(x)) (16)

Entonces, aplicando /h a ambos lados en (16),
tenemos que w es punto fijo. En efecto,

h(w) = h (lli_{gh‘k(x)> - ,li_r)goh(h‘k(x)) = w

Lo cual es una contradiccién, por lo tanto, se
debe tener que U, I, cubre todo S* en el caso n =
Oym=1.

Para demostrar el caso general, suponemos que
n > m. Consideremos g = h"™ y utilizamos el
mismo razonamiento. En este caso, la sucesion de
intervalos I, = 97% (I) comparten un punto, dos a
dos, y cubren todo el circulo.

Teorema 7. Si f: $* - §' es un homeomorfis-
mo, tal que p(f) es irracional, entonces:

a. Existe un subconjunto E ¢ S tal que w(x) = E
para todo x € S*.

b. Existen dos posibilidades, o bien E es de cantor
E=S"

Demostracion. Ver [1].
Los siguientes resultados son debidos a J.
Franks en [16].

Definicion 7. Sea f: S* - S$* un homeomorfis-
mo con la propiedad de preservar la orientacion,
y sea F: R = R un levantamiento de f. Definimos
la funcién desplazamiento de F, ¢: S* > R como:

¢(x+7Z)=F(x)—x 17)

Si x' es otra escogencia para x, es decir, (x + Z
= x'+ 7Z), entonces x' = x + m para algun entero
m, asi, F(x) —x=F(x") —x"y, por lo tanto, ¢ esta
bien definida.

Sobre el nUmero de rotacién en el circulo y el anillo

Tenemos el siguiente teorema, que es muy im-
portante y relaciona el nimero de rotacion con las
medidas invariantes [49], [50].

Teorema 8. Sea f: S - S un homeomorfis-
mo que preserva la orientacion y también preserva
una medida de probabilidad y, y sea F: R = R un
levantamiento de f. Supongamos que ¢: S* > Res
la funcién desplazamiento de E entonces:

p(f) = fs D

Demostracién. Sea z € S'. De acuerdo con el
teorema ergddico de Birkhoft (ver [49]), la funcién
¢ definida por:

n-1
~ 1 .
— h — L
@) = lim > ¢ (Fi)
i=0
Es integrable y satisface:

fgl ¢pdu= fgl ¢ dp (18)

Existe x € R tal que z = m(x), entonces

[ =n(Fieo)

b(F@)=F(Fie) - Fi) = F*16) - F ()

De esto se sigue:

-1 n-1

b(ri@) = (F1@-F®)=Fm-x

i=0

S

L

Il
=

Por lo tanto,

é = lim P —x

n—oo

=p(f)
En consecuencia, de (18) se sigue:

L;ﬁ dp = Llp (Fdu = p(f) leu = p(f)

Pues p es una medida de probabilidad.
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Aplicacion del nimero de rotacion
en el estudio de difeomorfismos
Morse-Smale

En las anteriores secciones estudiamos homeo-
morfismos que preservan la orientaciéon y que
estdan definidos sobre el circulo. Para este estu-
dio no hemos pedido ninguna condicién sobre la
diferenciabilidad de la funcién. No obstante, en
esta seccidn vamos a pedir que las funciones sean
diferenciables, es decir, que sean difeomorfismos.
Del conjunto de todos los difeomorfismos que pre-
servan la orientacidn, estudiaremos propiedades
de los difeomorfismos denominados Morse-Smale
(8], [1], [52], [53].

Definicion 8. Un difeomorfismo de S' que
preserva la orientacion es Morse-Smale si tiene nu-
mero de rotacion racional y todos sus puntos pe-
riddicos son hiperbolicos.

Esta clase de difeomorfismos satisface dos pro-
piedades muy importantes:

a. Son estructuralmente estables.

b. Cualquier difeomorfismo de S* puede ser aproxi-
mado por difeomorfismos Morse-Smale.
Recordemos que:

C" ={f:[a,b] » R | f difeomorfismo de clase C"}

Con la norma:
I f—gll= sup |[f7(x) — g (x)] (19)
x€la,b]

Es un espacio métrico completo, donde £
y g denotan las derivadas de orden r de f y g
respectivamente.

Ejemplo 2. Consideremos:
T
fe) =06+ - + esin(2n0)

Esta funcién, que tiene dos Orbitas periddicas
de periodo 2n, un atractor en § = % y un repulsor
en 0= 0, resulta ser Morse-Smale.

Vamos a demostrar las dos propiedades enun-
ciadas anteriormente [1].

Facultad de Ciencias Basicas m Vol. 18(1)

Teorema 9. Todo difeomorfismo Morse-Smale
de S es C'-estructuralmente estable.

Demostracién. Consideremos f un difeomor-
fismo Morse-Smale, y supongamos, sin pérdida de
generalidad, que p(f) = 0, es decir, f tiene sola-
mente puntos fijos. Sea F el levantamiento asocia-
do a f que tiene unicamente puntos fijos. Hay un
solo difeomorfismo que cumple esta propiedad.

Vamos a probar que si:

GEC' vy IF-Gl<e

Entonces G es topolégicamente conjugado a F.
Como f es Morse-Smale, F tiene solamente una
cantidad finita de puntos fijos en [0,1]. Sean p,, p,,
.., D, €508 puntos fijos de F.

Por hipotesis, estos puntos fijos son hiperbo-
licos, entonces podemos escoger vecindades U; =
(a, b)) de pj, tales que F' (x) # 1 en U,, entonces
existe € > 0 tal que |F'(x) — 1| > ¢, paratodox €
U;, y ademds:
[F(a) —al>¢  |F(5;) = b;| > ¢

Como || F - G |l < € se debe tener que G'(x) #
1 en U, y, ademds, G debe tener un punto fijo. En
efecto:

[G'(x) — F'(x)| < ¢
—€ <G'(x)—F(x)<¢g

—€+F'(x) <G'(x) <€ +F'(x)

Como F no tiene puntos fijos en el complemen-
to de los U, existe €, > 0 tal que:

n
IFG) =1 > € paratodo x €1 | ]y
j=1

Si G es cercano a F, G tampoco tiene puntos fi-
jos en esa region. Escogamos € < min {¢;} asi, cual-
quier difeomorfismo e-cercano a F en la topologia
C' tiene la misma dindamica que F. Por lo tanto, g
es Morse-Smale.

Ya probamos que los difeomorfismos Mor-
se-Smale son estructuralmente estables.

F. Sanchez Salazar
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Ahora, como f es una aplicacion en el circulo,
tiene sentido hablar del nimero de rotacion. Exis-
ten dos posibilidades: que este nimero sea racional
0 que sea irracional.

En el préximo teorema vamos a probar que di-
feomorfismos con nimero de rotacién irracional
no pueden ser estructuralmente estables. Mas atin,
tales difeomorfismos pueden ser aproximados
(con respecto a la distancia en C") por funciones
con puntos periddicos hiperbdlicos. Este resultado
es conocido como el Closing Lemma. En este docu-
mento probaremos lo anterior en el circulo. Para
dimensiones mayores, la prueba puede ser consul-
tada en [1].

Antes de probar este teorema, recordemos que
un punto 6 € S! es recurrente bajo f si, para cual-
quier vecindad U de 6, existe n > 0 tal que f*(6)
ev.

Lema 2. Todo difeomorfismo f: S - S! que
preserva la orientacion, y con niimero de rotacién
irracional, tiene al menos un punto recurrente.

Demostracién. Como f tiene numero de rota-
cién en los niimeros irracionales, entonces f no
tiene puntos periodicos. Si f no tuviera puntos
recurrentes, entonces existe 6 > 0, tal que |f™ (6)
— 6] > 6, para todo n > 0y para todo 6 € S*. Por
lo tanto, todas las imagenes de cada 6 € S* son se-
paradas por un arco de longitud 8. Como 6 no es
periodico, debe haber un numero infinito de imad-
genes de 6, lo cual es una contradiccién.

Teorema 10 [The Closing Lemmal. Suponga
que f es un difeomorfismo de S* con nimero de
rotacion irracional. Entonces, para cualquier € >
0 existe un difeomorfismo g: S* - S$* tal que |If
— gll < ey cuyo numero de rotacién es racional.

Demostracién. Como f tiene numero de rota-
cion irracional por el lema 2, f tiene por lo menos
un punto recurrente 8,. Sea ademdas U = (6,— 6, 6,
+ 6) un arco en el circulo alrededor de 8,. Como
0, es recurrente, existe una sucesion de enteros n;
— oo para los cualesf™ (8,) € U. Supongamos que
todos los f™ (8,) estan a un solo lado del arco, es
decir, en (6,— 6, 8,). Vamos a perturbar a f de tal
manera que 8, se convierta en un punto periédico.

Sobre el nUmero de rotacién en el circulo y el anillo

Sea V c U una vecindad de 6,. Consideremos la
funcién salto en V, ¢ € C?, definida como:

eV

p@={5 % YL _,

0 si (20)

Consideremos la siguiente funcion:
fe(0) = £(0) + €¢(0)

Para € > 0 suficientemente pequeifio, f resul-
ta también ser un difeomorfismo de S'. De (19) y
(20), la distancia en la topologia C" entre f y f. estd
dada por:

d’¢
der

sup €
6eu

©)|

Como € es pequeiio, podemos hacer a f. tan
cercano como queramos a f en la topologia de C".
Intuitivamente, f. se comporta exactamente igual
que f en el complemento de U, y cada vez que una
Orbita encuentra a U, esta avanza € unidades con
respecto a la drbita de f.

Como f™ (6,) se acumula en 6, existe un en-
tero n; para el cual £'(8) = 6,. Si hacemos decre-
cer € a 0, podremos encontrar un &, para el cual
f;oli (89) = Bg. Asi, tenemos que 6, es un punto pe-
riddico para f, . Hacemos la observacion de que
estamos buscando que la familia f. dependa con-
tinuamente de €.

Ahora, centramos nuestra atencién en la apro-
ximacion de difeomorfismos del circulo por di-
feomorfismos Morse-Smale. El objetivo es probar
el siguiente teorema, que es un caso especial del
teorema de Kupka-Smale. Vamos a dar la prueba
en el caso del circulo. Para espacios de dimension
mayor, la prueba puede ser consultada en [54].

Teorema 11. Sea f un difeomorfismo que pre-
serva la orientacion en S!. Para cualquier € > 0,
existe un difeomorfismo g € C* que es Morse-Sma-
le y que satisface [If — gll < e.

Antes de hacer la prueba, hagamos unas reduc-
ciones preliminares. Por el Closing Lemma pode-
mos asumir que p(f) es racional. Sin pérdida de
generalidad, p(f) = 0, es decir, f solo tiene puntos
fijos. La prueba de este teorema la vamos a dividir
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en tres pasos. Primero, vamos a perturbar a f de
tal manera que este no tenga intervalos de puntos
periodicos. Segundo, probaremos que cualquier
difeomorfismo puede ser aproximado por uno que
solo tiene puntos aislados. Por ultimo, perturbare-
mos de nuevo a f de tal manera que estos puntos
periddicos aislados se conviertan en puntos perio-
dicos hiperbolicos.

Proposicion 1. Sea f: S' —» S un difeomorfis-
mo que preserva la orientacion que satisface f(0) =
O para todo B en el intervalo |6 — 6, | < 2md. Para
cualquier € > 0 existe un difeomorfismo g con |If
— glI< € que satisface las siguientes condiciones:

1. g(6) = f(6),si|6— 6,| = 2mS
2. g(O)=¢6
3. g(0)#0si0<|0—0,| =2m5

Demostracion. Consideremos F: R — R un le-
vantamiento de f tal que F(x) = x para todo x en el
intervalo J dado por |x—x, | < 6.

Vamos a perturbar F dando lugar a una nueva
funcién

FechIF-Fl<e

Que tiene a x, como unico punto fijo en el in-
tervalo J. Definamos una funcién ¢ que satisface:

¢(x) #0, si
P(xp) =1

¢(x) = 0, en otro caso.

0<|x—x9l <6

Consideremos:

F(x) = F(x) + up(x)sin (@)

Evidentemente, esta funcion satisface las pro-
piedades deseadas.

El préximo paso en la demostracion del teore-
ma de Kupka-Smale es probar que cualquier di-
feomorfismo puede ser aproximado por uno que
solo tenga puntos aislados. La anterior proposicion
prueba que los intervalos de puntos fijos pueden
ser eliminados mediante perturbaciones de la
funcién original. A continuacién, probaremos
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que cualquier punto de acumulacién de pun-
tos fijos puede ser destruido mediante pequefias
perturbaciones.

Proposicion 2. Supongamos que f es un difeo-
morfismo que preserva la orientacion en el circulo
y que p(f) = 0. Entonces, existe un C* difeomorfis-
mo g que es cercano a f con respecto a la distancia
C'y que solo tiene puntos fijos aislados.

Demostracion. Supongamos que X, es un punto
de acumulacién de puntos fijos del levantamiento
F de f. Se tiene que F'(x,) = 1y F"(x,) = 0.Sea] =
[a, b] un intervalo con x, en [a, b] y tal que:

IF'(0) =11 <3 (21)

IF(x) — x| <§ (22)

Ademas, supongamos que F'(a) = F'(b) = 1.

Consideremos G(x) = F(x) — x. Se observa de
(21) y (22) que |[G(x) =G| < 2 para cualquier
X,y €]. Veamos el caso en el que G(b) — G(a) > 0.
Los casos G(b)— G(a) = 0y G(b) — G(a) < 0 son
analogos. Por el teorema del valor medio:

G(b)—G(a)
a

€
Py < max|G'(x)| < 1

Para x € J. Sea ¢(x) la funcién salto en J que
satisface las siguientes propiedades:

1. ¢(x) <¢e/2paratodox €.

2 "¢ (0dx = G(b) - G(a)
Asi pues,
()~ 6@ =70-a

Por lo tanto, es posible seleccionar ¢ que satis-
face las condiciones 1 y 2. Definamos:

h(x) = G(a) + [ ¢ (Ddt (23)

Por el TFC (teorema fundamental del calculo),
h es una funcién C* en J, luego:

F. Sanchez Salazar
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|h(x) — G(x)| < |G(a) — G(x)| + <e

f b¢ (t)dt
Y

W) =" =19p(x) -G ()| <€ (24)

Por otro lado,

sup|GU () —hld(x)|<e  i=01 (25)
X€EJ
Y
sup|Fl(x) — Rl (x)| < € i=0,1
%A | 2s)

Ademas, de (23) h'(x) = ¢(x) > 0 en, luego,
por (24), (25) y (26), se sigue que h(x) + x debe
tener un punto fijo en J.

Definamos la aplicacion:

£y _ JF(x) x €]
F@) _{h(x)+x X €]

Como h'(a) = h'(b) = 0, se sigue que las deri-
vadas de [ en x = a y x = b estan bien definidas,
yasi, f € C.

Proposicion 3. Si f es un difeomorfismo en S!
que preserva la orientacion y que tiene solamente
puntos aislados, entonces existe un difeomorfismo
g que tiene solo puntos periddicos hiperbdlicos y
tal que If—gll < e.

Demostracion. Consideremos solo el caso en
que el levantamiento tiene un punto fijo aislado x,
con f(x,) = 1. Hay tres casos: x, es un atractor, un
repulsor, o cuando X, atrae de un lado, repele del
otro, es decir, es un punto de silla. Analizamos solo
el primer caso, los otros casos son similares. Como
X, es un punto fijo atractor:

|F(x) = F(xo)|
[x — x0] < 8.

Existe &6 >0 tal que

< |x —xo| cuando

Vamos a perturbar a F de tal manera que la
funcién resultante f tenga un tnico punto fijo
hiperbdlico en este intervalo. De nuevo, conside-
remos ¢(x), la funcidn salto, en |[x—x, | < § con
¢(x), = 1. Definamos:

Sobre el nUmero de rotacién en el circulo y el anillo

F =F(x) — ep(x)sin (M)

Tenemos que f (x,) = x(, pero  (x) — x| <
[x — x| si x # x, con € suficientemente pequefio.
Mas aun:
e

F(xo)=1—g

Siendo asi x, un punto fijo hiperbdlico. Clara-
mente, si escogemos € lo suficientemente pequefio,
[ esta cerca de F en la topologia C".

Esto completa la prueba del teorema de
Kupka-Smale.

El nUmero de rotaciony
homeomorfismos en el
anillo

Muchos resultados obtenidos acerca de la dindami-
ca de homeomorfismos definidos en el anillo estan
motivados histéricamente por sistemas mecdni-
cos y problemas geométricos. Uno de los proble-
mas famosos en la fisica es el problema de los tres
cuerpos, el cual ha sido estudiado ampliamente
con resultados interesantes [55]-[61]. Este proble-
ma consiste en determinar, en cualquier instante,
las velocidades y las posiciones de tres cuerpos de
cualquier masa, sometidos entre si a una atraccion
mutua y partiendo de unas velocidades y posicio-
nes dadas. Si bien se sabe que es posible dar una
féormula para un sistema similar, pero con dos ma-
sas, Poincaré demostr6 que no existe una férmula
para el problema planteado con tres masas. Euler
planteo un problema mas débil, llamado el proble-
ma de los tres cuerpos restringido, que consiste en
asumir que la masa de uno de los tres cuerpos es
despreciable respecto de los otros dos, el cual se
puede aplicar, por ejemplo, al sistema tierra-lu-
na-sol. Poincaré estudié arduamente este proble-
ma, y encontré muchos resultados que tienen que
ver con homeomorfismos definidos en el anillo.
Entre estos, Poincaré prob¢ el siguiente teorema,
cuya prueba puede ser consultada en [62].
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Teorema 12 [Poincaré]. Dado el anillo definido
mediante 0 < a < r< b en el plano r, 6 en coor-
denadas polares, y T una transformacion inyectiva
del anillo en si mismo, continua, que preserva el
area, y que toma puntos de r = a y los envia en
puntos de r = b, entonces existen al menos dos
puntos en el anillo invariantes por la aplicacion T.

El nGmero de rotacion en el anillo

En esta seccién vamos a definir el niumero de ro-
tacion en el anillo y daremos algunas propiedades
acerca de este nimero y su relacion con la existen-
cia de drbitas periodicas. Esta herramienta se ha
estudiado ampliamente por diferentes autores, y
ha sido usada para el estudio de la existencia de
oOrbitas periodicas en diferentes tipos de mapeos de
dos dimensiones [16], [17], [20], [22], [63].

Denotamos el anillo de la siguiente manera:

A=S'xI donde I=1[0,1] (27)
Definicion 9. Sea A = R x I. Un homeomorfis-
mo F; A —» A es llamado un levantamiento de f si

satisface la siguiente relacion:

f(#Cx,y) = #(F(x,y)) (28)

Donde 7: A — A est4 dado por:

fi(x,y) = (m(x),y)

Si F y G son levantamientos de f es facil ver de
(28) que:

F(x,y) = G(x,y) + (m,0) para algtinm € N.

Definicion 10. Sea f: A — A un homeomorfis-
mo con la propiedad de preservar la orientacién
y los componentes de frontera, y sea F: A - A un
levantamiento de f. El niimero de translacién de un
punto w = (x,y) € A bajo F es:

po(F,w) = lim M 9)

Donde p1: A = R es la proyeccioén a la primera
coordenada, es decir, p; (x, y) = x.
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Podriamos suponer que un homeomorfismo
en el anillo satisface propiedades similares a los
homeomorfismos en el circulo, esto en parte es
verdad, muchas de estas propiedades se conser-
van, pero otras no, por ejemplo, para un homeo-
morfismo en el anillo no siempre existe p, (w, F) y
cuando este existe raramente es independiente del
punto w. ([64])

Tenemos la siguiente proposicion [1]:

Proposicion 4. Sea f: A - A un homeomorfis-
mo que preserva la orientacién y los componentes
de frontera, y sea F: A —» A un levantamiento de f.

a. Sip, (F, w) existe, entonces p, (F™, w) = mp, (F,
w) para todom € N.

b. Sip, (F, w,) existe, entonces p, (F + (m,0), w) =
po (F, w) + m para todom € N.

Demostracién. Para la parte a):

;1 (FT(w)-w)
po(F™ w) = ggrolol—
nm _
— m lim P @)
n—oo mn

(30)

Si hacemos k = nm en (30), el limite toma la
siguiente forma:

po(F™ w) = mlimw

Jim . =mpy(F,w)

Ahora, demostremos b). De (29):

_ i P+ (1,0))" (@) - 0)

po(F + (m, 0), w) lim -
. (FY(w) —w) + mn
= lim

n—oo n

po(F,w)+m

Definicién 11. Sea /A = A un homeomorfis-
mo que preserva la orientacién y sea F: A - A un
levantamiento de f. Se define el numero de rotacion
de f como el elemento de S* dado por:

p(f) = n(po(F,w))

F. Sanchez Salazar
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Con m: R — S§' la proyeccion a la primera
componente.

Como consecuencia de la proposicion anterior,
tenemos el siguiente resultado, cuya se demostra-
cién se fundamenta en los resultados obtenidos
para el caso del circulo.

Proposicion 5. Sea f: A —» A un homeomorfis-
mo que preserva la orientacion y los componentes
de frontera, y sea F: A — A un levantamiento de f.
a. Si p, (F, w) existe, entonces p(f, T‘r(w)) existe y

estd bien definido, es decir, es independiente del

levantamiento F.

b. Sip (f, 2) existe, entonces p(f", z) = np(f, 2) para

todon € N.

Demostracion. Si p, (F, w) existe obviamente
p(f,7(w)) existe, veamos que estd bien definido.
Sean F y G dos levantamientos de f:

p(f, #(w)) = m(po(F,w)) = m(G + (m,0),w) =

(po(G, w)) = p(f, #(w)).

Teorema 13. Sea h: A - A un homeomorfis-
mo que preserva la orientacién y los componentes
de frontera, y que preserva ademds una medida de
probabilidad p. Sea H un levantamiento de h. En-
tonces, el numero de rotacion p(h, x) existe para
p-casi todo punto y esta es una funcion integrable.
Si ¢ :A — R es la funcion desplazamiento de H:
Jgp (H,x)dp = [, ¢ du. (31

Los valores de esas integrales son denotados
como p, (H).

Demostracion. Sea x = 7 (w). Por el teorema
ergodico de Birkhoff (ver [49]), la funcién definida

por:
$() = lim 35 ¢ (h'(2) (32)

Es integrable y satisface:

Ll¢d#=j§1<?>du

Sobre el nUmero de rotacién en el circulo y el anillo

Como H es un levantamiento de h, entonces:

R (x) = hi(F(w) = 7 (H'())
Por lo tanto, de (32) se sigue que:

¢ (n'00) = p1 (H (Hi(@)) - HI(w))

= p; (H* () = H'(w))

Asi pues:
n-1 n-1
Y o (he) =) p (0 @) - Hi@))
i—n i=(

=pi(H"(w) — o)

Por lo tanto, de (30) tenemos:

H'(w) —w
oo, ) = lim PR @) = @)
n—-oo n
n—-1
lim —
n—-oo N
i=0

¢ (h)

En consecuencia,

pu(H) =J§1po du=f§1¢>du

Aplicaciones del numero de
rotacion en el anillo: el flujo
billiard y el mapa de retorno
geodésico

En esta seccion estudiamos dos ejemplos clasicos
que dan lugar a funciones en el anillo, y en donde
el numero de rotacién es un insumo fundamental
para determinar la existencia de orbitas periddicas.

Flujos billiards: en este problema, se considera
una bola sobre el borde de una mesa que puede te-
ner diferentes formas. Inicialmente, se trabaja con
una mesa circular e imaginamos que se lanza la
bola (como en el billar) contra el borde de la region
(se supone que el angulo de incidencia es igual al
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angulo de reflexion), entonces, esta rebotara ha-
cia otro punto del borde, y asi sucesivamente. De
ahi, surge el problema de los flujos billiards, y la
pregunta natural es: jtiene puntos periddicos? Lo
anterior puede ser definido por una funciéon en A
— S X [0, 7], donde S* es la parametrizacion del
borde de la regién y 8 € [0, 7] estd definido como
el angulo entre la tangente al borde de la mesa y la
direccién en que la bola parte de la frontera.

Si suponemos que x es un punto de contacto, y
0 €(0, m) es el angulo de reflexion, entonces el flujo
billiard esta definido como:
fiA->A ; f(x,0)=(0")

Donde x' es el siguiente punto de contacto con
el borde de la mesa y 8’ el siguiente dngulo de re-
flexion. Definiendo f(x, 0) = x y f(x, m) = x se
puede extender f a todo A.

Los flujos billiards, y el estudio de sus propie-
dades, han sido un tema de interés en sistemas
dinamicos, y por ello, muchos autores lo han in-
vestigado, particularmente, la existencia de puntos
periodicos [65]-[68] y [58].

A continuacidn, se enuncia y demuestra un teo-
rema debido a Birkhoft, que garantiza que el flujo
billiards preserva areas (ver [69]).

Teorema 14 [Birkhoff]. Si definimos un drea en
A usando el elemento de area sinfdxd 6, entonces
esta drea es preservada por el mapa billiard.

Demostracién. Dado un punto x € S*, lo pode-
mos definir como:

X = (cosg,sing)

Donde ¢ es el angulo formado con la horizon-
tal (eje x), O es el angulo formado por la aplicacién
f v larecta tangente al punto x.

La ecuacidn del circulo es x* + y*> = 1, enton-
ces, derivando implicitamente 2x + 2yy’ = 0 se
tiene que y' = —5. Como x = cos@ y y = sing,
tenemos:
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, cosQ cosQ
y=——— y tant = ———,
sing sing

cos

y T = tan~! <— : <p>
sing

Anélogamente,
_ _cosq)l _ -1 /_ Ccos@pq
tanty = e A tan ( o (33)
91 =T — Q.

Veamos en (34) quién es a en términos de @ y
@,, donde estos valores son los angulos de las coor-
denadas polares de cada uno de los puntos x, y x,
en el circulo, que son el punto de salida y rebote. El
segmento de recta que une a cos¢, sin ¢) y cos @;,
sin¢,) tiene pendiente:

sing1—sing (35)
cos@Q1—cosP

Cuando aplicamos F, obtenemos un nuevo
punto (6,, X,), donde 6, es el angulo que forma el
segmento de recta con la tangente en el punto x;,
que podemos escribir como X; = cos¢l, singl).
Asi pues:

F:A - A

Para ver que F preserva el area, debemos ver
que:

[ [ sinBdOde = [ [ sind,.](F)dO,d¢,

Donde J(F) representa el jacobiano de la
transformacién:

00, 00,
a6  adp
](f(el(p)) = a(pl a(pl
ECEr)
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En realidad, lo que debemos probar es que:

sin@

J(f) =

sin91

Se sigue de (33) y (34) que:

sing — sing
tang = ——
COS(q — COSY

Por lo tanto:

sing1—sing
cos@Q1—cosP

a = tan™? ( (37)

Asi, de (36) y (37):

. (singq — sing
0 (S0
F: an COSQ; — COSP (@, 00)

' cos sing; — sin
6, =tan! (— - <.01) —tan~! ( il (p) =
sing, COS@Q1 — COSQ

M (@, ¢1)

Esta transformacion define la aplicaciéon bi-
lliard F y, ademas:

_0 4o s Ot

dg = a(p.d(p + a(pl.d(pl (38)
_M oM

do, = 29 do + e .deq, (39)

Luego, de (38):

G oM oM do — 3L/ d¢).dp
LT T awl[ L/ 091) ]
oM/ dg [aM —(0M/ 99,)(0L/ 0p)
T AL/ 0@y o 0L/ d¢p1)
De donde:
1 (OL/ d¢)

R T S CTHE PR

Sobre el nUmero de rotacién en el circulo y el anillo

Hacemos los siguientes célculos:

20, 90— (Mory (i, - tule) do)( Lo _ L)
26 " ¢ Ly, Lo, ) d0)\ Ly, dp Ly,

() ([, o] ) -
Lpy Loy do ® Loy ILley
My, Ly My Lo | dopLy
(40) ( 7, ) ([M Loy ]—d%)
_ (Mp90 + (Mo _ (Morle) _ (Meile) _
12,de Ly, 12, L,

_ (Mq,d(pL(p) n <M¢1L¢d(p d9)

7
dfLg, Loy

De manera similar:

901091 _ (thde ( M¢1L<p)) ( Lﬂd_‘P>
dp 96 Ly, do ¢ Lo, Ly, Lg, do

_ (Mmde) + (Mm) _ <M¢1L¢) _ (Mqua)
=172 ) 2
Lpde Lpy Ly Lo,

(D) MyLyd Z
_ (MeledP) | (Mo1lode
Ly, d L%,d6
Restando (40) y (41) se tiene:
_ 00100 _ 26100 _ _ My
JF) =75 39 0p 00 Ly, (42)

Y de (33), (34) y (35):

M. = (—cos@)(cosp1—cosp)—(sing).(sin@1—sing) (43)
¢ (cosqi—cos)?

L _ (cos@1)(cosp1—cos@)—(sing1).(singp1—sing)

#1 (cosq1—cos)? (44)

De (42), (43) y (44) se concluye que:

sin@

J(F) =

sin91

Con lo cual queda demostrado el teorema.
De lo anterior se sigue, de manera inmediata, la
existencia de drbitas periddicas.
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El mapa de retorno geodésico en S2: otro pro-
blema interesante y ampliamente estudiado en el
campo de los sistemas dindmicos y de la fisica es
la existencia de geodésicas cerradas [70], [71]. Una
manera cldsica de tratar de dar respuesta a este
problema es minimizar la longitud de una curva
cerrada en su clase de homotopia. Esto no es apli-
cable para la esfera, pues todas las curvas cerradas
son homotopicas a curvas con longitud tan peque-
fla como se quiera. Sin embargo, si se trabaja en
una métrica riemanniana, Birkhoff prob¢ la exis-
tencia de al menos una geodésica cerrada en $2.

Los siguientes resultados son debidos a Birkho-
ff, y sus pruebas se pueden consultar en [62].

Teorema 15 [Birkhoff]. Dada una métrica rie-
manniana en S$? siempre existe una geodésica ce-
rrada simple.

Los estudios de Birkhoff llevaron a concluir
que, al igual que en el problema de los billiard, la
existencia de geodésicas cerradas en la esfera po-
dria reducirse a estudiar un homeomorfismo del
anillo. Para y € $? una geodésica cerrada simple,
la aplicacion de retorno sobre geodésicas F: A — A
para esta definido por:

f(x,0) =F(x',0)

Donde x’ es el segundo punto donde y es inter-
sectada por una geodésica que parte de x y forma
un dngulo O con y,y 0’ es el nuevo éangulo.

Teorema 16. Si el mapa de retorno de geodési-
cas estd bien definido, entonces es un difeomorfis-
mo que preserva el area.

Esto llevo a estudiar la existencia de 6rbitas pe-
riddicas para homeomorfismos que preservan el
area del anillo. Se puede evidenciar una relacion
entre las geodésicas cerradas y las drbitas periodi-
cas del mapa de retorno de geodésicas. Enuncia-
mos los siguientes resultados debidos a Franks y
Bangert (ver [22], [20]).

Teorema 17 [Franks]. Sea h: A — A un difeo-
morfismo con la propiedad de preservar el area,
la orientacion y los componentes de frontera. Si f
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posee por lo menos un punto periddico, entonces
tiene infinitos de estos puntos.

Teorema 18 [Bangert]. Si la funcién de retorno
geodésico no esta bien definida, se puede garan-
tizar la existencia de infinitas geodésicas cerradas
en S2.

Estos dos resultados son claves, pues permiten
garantizar que, para toda métrica riemanniana en
§?, se tiene un ntimero infinito de geodésicas ce-
rradas. Esto fue un problema abierto durante mu-
cho tiempo.

Conclusiones

Con base en los resultados estudiados del namero
de rotacion en el circulo y en el anillo, podemos
determinar las siguientes conclusiones:

» El numero de rotacién es un invariante de
conjugacion topoldgica y permite garantizar
la existencia de puntos periédicos en homeo-
morfismos definidos en el circulo cuando este
es racional.

» En homeomorfismos definidos sobre el anillo
no siempre existe el numero de rotacién. Sin
embargo, cuando existe, se puede garantizar la
existencia de puntos periodicos.

= Usando el teorema ergddico de Birkhoff se pue-
de relacionar el nimero de rotacién y la funcién
de desplazamiento mediante un operador inte-
gral sobre una medida invariante. Esto aplica,
tanto en el circulo, como en el anillo.

= En un difeomorfismo que preserva la orienta-
cioén se puede garantizar la existencia de pun-
tos recurrentes cuando el numero de rotacion
es irracional.

» Elflujo billiard preserva el area y, usando el nua-
mero de rotacién, se demuestra que este tiene
puntos periddicos cuando es racional.

En resumen, el nimero de rotacién es una im-
portante herramienta para estudiar la existencia
de puntos periddicos de diferentes tipos de fun-
ciones definidas sobre el circulo y el anillo. Se es-
pera que con este material, que recopila una parte
importante de la teoria del nimero de rotacién en
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el circulo y en anillo, se incentive a los lectores a
continuar explorando el nimero de rotacion en di-
mensiones mayores.
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