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Resumen: En el presente trabajo, se estudian las cuencas de salida en el limite de campo débil de un
sistema relativista que modela un agujero negro de Schwarzschild con halo y reduce a un potencial
del tipo Hénon-Heiles. Para esta tarea, se determinan los puntos fijos usando del método de Newton-
Raphson de varias variables, se calculan los valores criticos de energia que dan lugar a tres canales
de salida y, sequidamente, se integran las ecuaciones de movimiento usando un algoritmo de pre-
cision de Bulirsch-Stoer. Los resultados muestran que el tamafio de los canales de salida evita la
existencia de condiciones iniciales que permitan tener particulas atrapadas por el potencial. Ademas,
a diferencia del sistema clasico Hénon-Heiles, estos canales se encuentran rotados . Asimismo, el
calculo de la entropfa de las cuencas confirma que la incertidumbre, en la salida de la particula de
prueba, disminuye a medida que aumentan los valores de los momentos multipolares, de energia y
de momento angular.
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Outflow Basins for the Classical Limit of a Hénon-Heiles
Type Exact Perturbation of a Black Hole

Abstract: In this work, we study the outflow basins in the weak field limit of a relativistic system mod-

eling a Schwarzschild black hole with a halo, reducing to a potential of the Hénon-Heiles type. For this
task, fixed points are determined using the Newton-Raphson method for multiple variables, critical

energy values giving rise to three outflow channels are calculated, and then the motion equations are
integrated using a Bulirsch-Stoer precision algorithm. The results show that the size of the outflow

channels prevents the existence of initial conditions allowing particles to be trapped by the potential.

Furthermore, unlike the classical Hénon-Heiles system, these channels are rotated by 1. Likewise, the
calculation of the entropy of the basins confirms that the uncertainty in the exit of the test particle

decreases as the values of multipole moments, energy, and angular momentum increase.

Keywords: nonlinear dynamics; black holes; gravity; astrophysics; entropy

Bacias de saida para o limite cldassico de uma perturbagdo exata de
um buraco negro do tipo Hénon-Heiles

Resumo: Neste trabalho, sdo estudadas as bacias de saida no limite de campo fraco de um sistema
relativista que modela um buraco negro de Schwarzschild com halo e se reduz a um potencial do
tipo Hénon-Heiles. Para essa tarefa, os pontos fixos sdo determinados usando o método de Newton-
Raphson de varias variaveis, calculam-se os valores criticos de energia que resultam em trés canais
de safda e, em sequida, as equac¢Bes de movimento sdo integradas usando um algoritmo de precisdo
de Bulirsch-Stoer. Os resultados mostram que o tamanho dos canais de saida evita a existéncia de
condi¢Bes iniciais que permitam que particulas sejam capturadas pelo potencial. Além disso, ao con-
trario do sistema classico Hénon-Heiles, esses canais estdo girados em 1. Além disso, o calculo da
entropia das bacias confirma que a incerteza na saida da particula de teste diminui a medida que se

aumentam os valores dos momentos polares, de energia e de momento angular.

Palavras-chave: dinamica ndo linear; buracos negros; gravidade; astrofisica; entropia
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Introduccion

Las coordenadas de posicion y velocidad de una
orbita estelar trazan un camino en un espacio de
seis dimensiones conocido como espacio de fase.
Cualquier funcién de este espacio que sea cons-
tante a lo largo de la 6rbita se conoce como una
integral de movimiento. Cuando existe una triple
integral, la 6rbita de una estrella es caracterizada
por la combinacién de tres movimientos periodi-
cos: radial, azimutal y vertical [1].

En 1969, Michael Hénon y Carl Heiles encon-
traron triples integrales de movimiento en poten-
ciales bidimensionales axialsimétricos no lineales
para una cantidad limitada de condiciones inicia-
les [2].

El sistema Hénon-Heiles es descrito con el po-
tencial siguiente:

o= me 2]

Donde 772 es la masa, w la frecuencia, y a un
parametro de escala. Usualmente, se utiliza la con-
vencion a = w =m = 1, de tal manera que el hamil-
toniano puede escribirse como:

(x*+y?)

_1 y?

En el anterior hamiltoniano, ademds de mo-
delar el movimiento de una estrella alrededor de
una galaxia con simetria axial [2], proporciona un
modelo simple para simular los estados vibracio-
nales de una molécula triatémica [3]. Debido a su
simplicidad en forma, pero a la vez su complejidad
en fondo, el sistema de Hénon-Heiles se ha conver-
tido en un hito de la astrofisica y de los sistemas
dinamicos.

Otro aspecto caracteristico del sistema de Hé-
non-Heiles es que presenta una simetria rotacional
de 211/3 con centro en el origen y establece dos ti-
pos de movimientos que dependen de los valores
de energia: acotado y no acotado. En vecindades
del origen, con energias menores que el valor um-
bral (o energia critica) E, = 1/16, la particula queda
confinada, generando drbitas acotadas en el espa-
cio de fase, mientras que para energias mayores a
la energia critica, la particula podria escapar del
potencial a través de tres canales. En particular, el

sistema Hénon-Heiles presenta unas orbitas perio-
dicas altamente inestables para energias mayores
al umbral, conocidas como 6rbitas de Lyapunov,
en las cuales, si una particula las atraviesa, escapa
y nunca vuelve [4], [5].

Para caracterizar la dinamica de este y otros
sistemas, se definen las cuencas de atraccién y
cuencas de salida, entendidas como el conjunto
de condiciones iniciales que llevan, o a un punto
fijo, 0 a una salida, respectivamente. Las primeras
estan asociados a sistemas dindmicos disipativos,
ya que es necesario un atractor, mientras que las
cuencas de salida son empleadas para el analisis
de sistemas abiertos conservativos. Las cuencas
de atraccion y de salida han sido estudiadas para
el sistema HH modificado en presencia de disipa-
cion [4] y forzamiento [5]. Ademas, en la literatura
se han estudiado las contribuciones a la dinamica
de sistemas tipo Hénon-Heiles introducidas por
expansiones a orden superior de potenciales gene-
ralizados axialsimétricos, mostrando que, con el
aumento de las perturbaciones, el nimero de pun-
tos fijos se incrementa, sin embargo, las regiones
cadticas en el espacio de fase disminuyen (ver, por
ejemplo, [6], [7], [8], [9)).

En el estudio de los sistemas astrofisicos, los
puntos fijos permiten realizar un diagndstico glo-
bal del comportamiento dindmico del sistema. In-
cluso, permiten determinar sus energias criticas
[10]. El calculo de los puntos fijos puede hacerse en
sistemas simples a través de la solucion de sistemas
de ecuaciones algebraicas, o recurriendo a méto-
dos numéricos mas elaborados cuando de sistemas
altamente no lineales se trata. Este tltimo enfoque
ha sido utilizado en otros contextos astrofisicos
para determinar los puntos fijos de algunas versio-
nes del problema restringido de tres cuerpos [11],
el problema de cuatro cuerpos restringido [12], el
problema de cinco cuerpos restringido [13] y pro-
blemas de gravedad con presencia de radiaciéon y
arrastre de las primarias [14], entre otros.

En el presente articulo, se estudian las cuencas
de salida para la contra parte newtoniana de un
sistema relativista que modela un agujero negro
de Schwarzschild con halo [15] y que, en su limite
de campo débil, reduce a una version analoga del
potencial clasico de Hénon-Heiles. Este sistema
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clasico nos permitird comparar la influencia de
los momentos multipolares en relacion con el caso
relativista, y ademas, arrojaria luces sobre las si-
militudes o diferencias entre los sistemas tipo Hé-
non-Heiles derivados a partir de expansiones y
entre los que tienen lugar de forma natural como
reducciones de sistemas generalizados.

El articulo se encuentra organizado de la si-
guiente forma: en la seccién 2, se presenta la so-
lucién exacta tipo agujero negro y se deriva el
potencial newtoniano; los puntos fijos, la energia
critica, las cuencas de salida y la entropia de las
cuencas se estudian en la seccidon 3 en términos de
los momentos multipolares de masa de orden su-
perior; finalmente, en la seccidn 4, se resumen las
principales concusiones del presente trabajo.

Modelo teodrico

La métrica mas general que describe un espa-
cio-tiempo estatico, axialmente simétrico, se co-
noce como métrica de Weyl, y puede escribirse
como:

ds® = e?Vdt? — e 2V[e~ 2 (dz% + dr?) + r2d¢?] (3)

Con v y y funciones de las coordenadas cua-
si-cilindricas (o canonicas) de Weyl (1; z). Para esta
métrica, puede demostrarse que las ecuaciones de
Einstein, en el vacio, se reducen a la forma:

Yz —2rv, v, =0 4)
Yr—r(vi-vi)=0 &)
Vor L4V, =0 (6)

Donde la notacién genérica oy denota la de-
rivada de a con respecto a B y a,p; representa la
segunda derivada de o con respecto a . Es impor-
tante notar que (6) es la ecuacion de Laplace en un
sistema de coordenadas cilindricas, cuya soluciéon
determina la funciéon métrica v(r, z), mientras que
Y(1, ) puede calcularse a partir de las ecuaciones

4) o (5).
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Para investigar las propiedades de la solucién
al sistema de ecuaciones (4-6) en términos de los
momentos multipolares, es conveniente usar el sis-
tema de coordenadas esferoidales prolatas (&, 1),
ya que, en este sistema de coordenadas, la solucion
a la ecuacion de Laplace puede expresarse en tér-
minos de los polinomios de Legendre P, (§, ). En
este orden de ideas, la funciéon métrica n puede es-
cribirse como la superposicion de polinomios de
Legendre:

v(&n) = agQo(&) + b P, (E)P,(n) + b3 P ()P3 (1) (7)

Donde el primer término de la expresion an-
terior se asocia al monopolo de masa del objeto
central, mientras que el segundo y tercer término
denotan la estructura multipolar del halo.

Por lo tanto, y de conformidad con los resulta-
dos obtenidos por Vieira y Letelier [15], la funcién
métrica v(§, 1) en forma explicita puede escribirse
como:

2v=log(57) +2(G382 - DG - D +

S&n(562 - 3)(517 - 3) ®)

Con Q y 0 los momentos multipolares de cua-
drupolo y octupolo de masa, respectivamente. Dos
aspectos importantes a resaltar de la solucion son
los siguientes:

s Para Q = 0 = 0, la solucion se reduce a la mé-
trica de Schwarzschild.

» La forma explicita de la funcién métrica y(§,
1) no se presenta por no ser de interés en el
presente estudio. Sin embargo, puede deri-
varse siguiendo el procedimiento descrito
anteriormente.

En el limite de campo débil, es bien sabido que
el potencial gravitacional @ puede expresarse en
términos de la funcién métrica g,, (en nuestro caso
e*) como g,, = 1+ 2 @ [16]. De lo anterior, se en-
cuentra que el potencial gravitacional newtoniano
aproximado, tomando solo términos de primer or-
den en los momentos multipolares, puede escribir-
se en coordenadas cilindricas como:

F. L. Dubeibe m A.Santos Nifio
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1 Qf,, , (7
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te

5

Con R = /p?+2z2.

De otra parte, el lagrangiano del sistema astro-
fisico en el limite de campo débil puede escribir-
se como la diferencia entre la energia cinética y la

%) (12R — 14+ %)]

[_E(SRizz—s) (25R - 42 — 2 + %) - 3p27 + 227

©)

potencial, las cuales son funciones de las coorde-
nadas (p, z) y las velocidades (g ¢ 2). Debido a la
existencia de la coordenada ciclica ¢, el momento
angular alrededor del eje z se conserva L = p? @,
tal que el hamiltoniano toma la forma:

H=2(p*+2) + U(p,2). (10)

Con

vt 1 Qe e (2 1(1212 14+4)
“202 R 2| TP T\RET3 R

5[5 -3) (s -

Donde R = {/p?+2z2.

Del formalismo hamiltoniano, el sistema de
ecuaciones de movimiento puede escribirse de for-
ma compacta como:

p= Pp, Z = pg pp =-=U,, p,=-U, (12)

Donde o denota la derivada temporal de la va-
riable a. Teniendo en cuenta que la energia total
del sistema se conserva (E = constante), el movi-
miento orbital se encuentra restringido a la region

E=U (13)

Tal que cuando la igualdad se satisface, esta da
lugar a las superficies de velocidad cero.

En adelante, buscando estudiar las similitudes
y diferencias con el sistema clasico de Hénon-Hei-
les, y siguiendo el procedimiento estandar [2], [7],
[9], hacemos el cambio de variable p-» xy z -» y.

Resultados y discusion

Para determinar las cuencas de salida del sistema
en consideracion, es necesario primero determinar
los puntos fijos del sistema y, con estos, los valo-
res de energia critica. Por lo tanto, empezamos

11

42 —%+§) —3p2z+ 2z3]

esta seccion discutiendo la metodologia a usar
para determinar los puntos fijos y, seguidamente,
calculamos los valores criticos de energia. Con la
informacién anterior, procedemos a presentar los
resultados obtenidos para las cuencas de salida.

Valores criticos de energia

El nimero total de puntos fijos y su posicion pue-
den determinarse usando dos alternativas diferen-
tes. La primera consiste en encontrar las derivadas
parciales del potencial efectivo con respecto a x y
¥, e igualar estas expresiones a cero. Los puntos fi-
jos se encuentran entonces como solucion al siste-
ma algebraico de ecuaciones:

ou _ au
% =oy =0 (14)

Donde U esta dada por (11).

La segunda alternativa consiste en usar un al-
goritmo para encontrar las raices de las ecuaciones
no lineales, tal como el método de Newton-Raph-
son para varias variables, el cual permite realizar
un barrido completo de una regiéon particular
Q={—x,<x=<xy —y, <y <y 0} del espacio
de configuracion (x, y) para encontrar los ceros

Cuencas de salida para el limite clasico de una perturbacion exacta de agujero negro tipo Hénon-Heiles



o raices de las funciones. En general, es necesa-
rio recurrir a métodos numéricos, pues las ecua-
ciones son no lineales y el sistema (14) no puede
resolverse analiticamente. En el presente trabajo
usaremos un método grafico para comparar y con-
firmar los resultados obtenidos con el método de
Newton-Raphson.

En forma abreviada, el método de Newton-Ra-
phson inicia con un estimado de la raiz y realiza
un proceso iterativo de la forma:

J_C)n+1 = J?n _]_1f(55)n) (15)

Donde f(X) denota el sistema de ecuaciones y j
la jacobiana. Después de un numero dado de itera-
ciones, y al alcanzar la tolerancia prefijada (107" en
nuestro caso), se encuentra el punto fijo.

En el problema particular bajo consideracion,
el esquema iterativo puede descomponerse en tér-
minos del potencial efectivo (11), para cada coor-
denada, como sigue:

_ UxUyy=UyUxy 1
xn+1_xn_(u U U2 (16)
AXEYY IV (o, )

UseUyx—=UyU zx
=y (e (17)
Yn+1 = Vn UnexUyy—Usy

(xXn,yn)

Donde la notacién U, simboliza la primera de-
rivada de U respecto a x; U, representa la segunda
derivada de U respecto a x, y U, la segunda deri-
vada de U respecto a x, e y. La misma ldgica aplica
para los demas términos.
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Una vez los puntos fijos del sistema se determi-
nan, procedemos a calcular los valores criticos de
energia. Teniendo en cuenta que el sistema puede
poseer tantos valores de energia critica como pun-
tos fijos, nos enfocamos unicamente en los valores a
partir de los cuales el sistema exhibe tres canales de
escape o regiones de movimiento acotado, tal y como
ocurre en el sistema clasico de Hénon-Heiles [2].

En la tabla 1 presentamos los valores de ener-
gia critica E,;,, y E,.., para diferentes combinacio-
nesde Ly Q = 0, tal que, si E > E, ,,, el sistema
tiene tres canales de escape, mientras que para E
< Epin
o regiones de movimiento desconectadas. Es im-
portante notar que, para el caso Q = © = 0, los
valores obtenidos de energia critica E,;, y E
no coinciden exactamente con los del sistema de
Hénon-Heiles, ya que los términos no lineales del
potencial de Hénon-Heiles se encuentran multipli-
cados por los momentos multipolares de masa de
orden superior.

Como puede observarse de la tabla 1, depen-
diendo de los valores de momento angular es-
cogidos, el sistema exhibird una combinacién
particular de valores de energia critica minima y
maxima, por lo tanto, en adelante consideraremos
unicamente tres casos extremos: cuando la parti-
cula de prueba no tiene momento angular L = 0,
cuando tiene un valor intermedio de momento an-
gular L = 0,5, y cuando tiene su maximo valor de
momento angular L = 1.

existe una region cerrada de movimiento

max

Tabla 1. Valores criticos de energia como funciénde L, Qy @

0 0 0 0 0,5 0 - -

0 01 -0,431227 -0,404623 0,5 0,1 -1,01478 -0,219792
0 0,2 -0,460427 -0,422331 0,5 0,2 -1,03350 -0,213782
0 03 -0,474725 -0,430312 0,5 03 -1,05518 -0,206225
0 0,4 -0,498042 -0,434778 0,5 04 -1,07898 -0,198609
0 0,5 -0,537658 -0,437504 0,5 0,5 -1,10428 -0,191200
0 0,6 -0,546529 -0,439219 0,5 0,6 -1,13065 -0,184049
0 0,7 -0,545341 -0,440289 0,5 0,7 -1,15779 -0,177150
0 0,8 -0,737040 -0,440919 0,5 08 -1,18554 -0,170487

F. L. Dubeibe m A.Santos Nifio
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It Q=0 E i E s L Q=0 (- E s

0 0,9 -0,726359 -0,441234 0,5 09 -1,21373 -0,164039
0 1 -0,720684 -0,441313 0,5 1 -1,24228 -0,157785
0,1 0 -5 -5 0,7 0 -0,714286 -0,714286
0,1 0,1 -4,58519 -0,328171 0,7 0,1 -0,737461 -0,180909
0,1 0,2 -4,26058 -0,337989 0,7 0,2 -0,761592 -0,168424
0,1 0,3 -4,03993 -0,340890 0,7 0,3 -0,786454 -0,156564
0,1 0,4 -3,90818 -0,341392 0,7 0,4 -0,811897 -0,145617
0,1 0,5 -3,84144 -0,340755 0,7 0,5 -0,837815 -0,135441
0,1 0,6 -3,82242 -0,339489 0,7 0,6 -0,864131 -0,125897
0,1 0,7 -3,84012 -0,337846 0,7 0,7 -0,890789 -0,116875
0,1 0,8 -3,88747 -0,335959 0,7 0,8 -0,917743 -0,108292
0,1 0,9 -3,95976 -0,333912 0,7 0,9 -0,944957 -0,100084
0,1 1 -4,05387 -0,331755 0,7 1 -0,972399 -0,092201
0,3 0 -1,66667 -1,666667 1 0 -0,5 -0,5
0,3 0,1 -1,62748 -0,265673 1 0,1 -0,517175 -0,129972
0,3 0,2 -1,59947 -0,266828 1 0,2 -0,535228 -0,108558
0,3 0,3 -1,58339 -0,264021 1 0,3 -0,55402 -0,090754
0,3 0,4 -1,57842 -0,260088 1 0,4 -0,573465 -0,075207
0,3 0,5 -1,58223 -0,255743 1 0,5 0,593501 -0,061217
0,3 0,6 -1,59238 -0,251248 1 0,6 -0,614082 -0,048381
0,3 0,7 -1,60698 -0,246713 1 0,7 -0,635198 -0,036441
0,3 0,8 -1,62477 -0,242192 1 0,8 -0,656725 -0,025225
0,3 0,9 -1,62477 -0,237712 1 0,9 -0,678722 -0,014608
0,3 1 -1,66674 -0,233285 1 1 -0,701129 -0,004496

Fuente: elaboracion propia.

Cuencas de salida

El estudio de las cuencas de salida, para el caso
en que las superficies de velocidad cero presentan
tres canales de escape, requiere considerar las tra-
yectorias de particulas de prueba cuya energia es
mayor al valor critico E,,,. La integracion de las
ecuaciones de movimiento (12) se realizara usando
un algoritmo de precisiéon doble adaptativo de Bu-
lirsch-Stoer, cuyas condiciones iniciales (x,, ¥,) se
encuentran uniformemente distribuidas a lo largo
de una red cuadrada de 300 x 300 puntos del espa-
cio de configuraciones.

De la convencién usual para las cuencas de sa-
lida del sistema de Hénon-Heiles (ver [8]), las com-
ponentes del momento inicial (p,,, p,,) se calculan
una vez conocidas las coordenadas de posicion (x,,
Y,) a través de la relacion E = H y las condiciones
7-p=0y7r xp =0, conxj+yj.

Las trayectorias correspondientes a las orbitas
de escape se sub-clasifican de acuerdo al canal de
salida. Como se ha senalado anteriormente, cada
trayectoria puede escapar al infinito a través de
tres diferentes salidas o canales de escape, por lo
que usamos la siguiente notacion: salida 1 (x —

Cuencas de salida para el limite clasico de una perturbacion exacta de agujero negro tipo Hénon-Heiles
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— 00, y = 00), salida 2 (x = oo, y = 00), y salida 3
(y= - ).

En las figuras 1, 2 y 3 se presentan los diagra-
mas de cuencas de salida para L =0, L =0,5y L
= 1, respectivamente. La linea negra continua re-
presenta la superficie de velocidad cero, mientras
que el circulo en color gris denota la curva de no
retorno, es decir, el limite a partir del cual las con-
diciones iniciales solo escapan por el canal en el
que inician. El c6digo de color usado en cada una
de las graficas es tal que cada condicién inicial es
coloreada acorde al canal de escape (salida) a tra-
vés del cual las particulas escapan al infinito: par-
ticulas que salen por el canal 1, en color amarillo;
particulas que salen por el canal 2, en color rojo, y
particulas que salen por el canal 3, en color azul.

Siguiendo el mismo razonamiento usado en la
seccion anterior para analizar la evolucion del sis-
tema, en las figuras 1, 2 y 3 se presentan las cuen-
cas de salida para diferentes combinaciones de los
momentos multipolares de masa de orden superior,
donde cada panel corresponde a un valor especifico
deestos: (a) Q=0=0,1,(b)Q=0=0,2,(c) Q =
0©=03dQ=0=04,0),Q0=0=05,) Q=
©=06 (5 Q=007 (h) Q=0 =08y() Q=
©® =0,9. De la figura 1, se observa que para L =0,
y valores pequenos de los momentos multipolares,
solo existen regiones bien definidas para condicio-
nes iniciales que satisfacen la relacion xZ + y3 >16,
mientras que valores de posicion dentro de dicha
region no permiten predecir con antelacion la sali-
da que tomara la particula de prueba (estrella). Sin
embargo, a medida que los valores de Q y @ incre-
mentan, el radio se hace mas pequeno, llegando a
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valores cercanos a 3, con un correspondiente apa-
rente incremento en la incertidumbre en la salida
de la particula de prueba. Otro aspecto a notar de la
figura es que, a diferencia de lo que ocurre con po-
tenciales pseudo-newtonianos, como los tipo Pac-
zynski-Wiita, la aproximacion al limite clasico del
potencial desaparece las zonas de movimiento no
permitido alrededor del agujero negro central de la
solucion exacta en relatividad general. Adicional-
mente, y a diferencia de lo que ocurre con el sistema
clasico de Hénon-Heiles, los cuellos de los canales
de salida son tan amplios que evitan la presencia de
condiciones iniciales que conduzcan a tener parti-
culas que permanezcan atrapadas en la region de
interaccion. Una diferencia evidente con el poten-
cial clasico de Hénon-Heiles es que los canales de
salida se encuentran rotados m, de tal forma que los
dos canales inferiores del sistema HH aparecen en
los cuadrantes superiores de la figura.

En la figura 2, se presentan las cuencas de sa-
lida para el caso L = 0,5, con E = —0,15, es decir,
incrementando gradualmente el valor de energia
de conformidad con lo requerido por la energia
critica maxima para este valor particular de mo-
mento angular. En este caso, los resultados obteni-
dos estan de acuerdo con la literatura referente al
sistema de Hénon-Heiles, ya que las cuencas de sa-
lida se vuelven mas suaves y bien definidas cuando
la energia se incrementa. Adicionalmente, en este
caso, se observa que los cuellos que dan salida al
canal 3 se hacen mas estrechos, provocando que
la incertidumbre aparente se reduzca significati-
vamente. El mismo comportamiento es observado
para la figura 3.
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Figura 1. CuencasdesalidaparaL =0y E =—0.3. Los valores de cuadrupolo y octupolo de masa son los siguien-
tes: (a) Q = 6=0,1, (b) @ = 6=0,2, (c) @ = ©=0,3, (d) @ = 6=0,4, (e) @ = 6=0,5, (f) Q = 6=0,6, (9) Q = ©=0,7, () Q = 6=0,8,y
()@ =6=09

(a) (b) (c)

Fuente: elaboracion propia.
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Figura2. CuencasdesalidaparaL=0,5yE=-0,15.Lovalores de cuadrupoloy octupolo de masa son los siguien-
tes:(a) @ = 0=0, 1, (b) @ = 6=0, 2, () @ = =0, 3, (d) @ = 6=0, 4, (e) = 6=0, 5, (f) 0 = 6=0,6,(9) Q = 60,7, (h) Q = 0= 0,
8,y(i)e=6=0,9

(a) (b) (c)

-10 -5 a 5 10 -0 -5 1] 5 10 -10 -5 0 5 10

(d) ) (f)

=10 =5 a 5 10 =10 =& 1] 5 10

1) (h

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 3. Cuencas de salida para L =1y E =—0,001. Lo valores de cuadrupolo y octupolo de masa son los siguientes:
@Q=0=01,(h)Q=0=02()Q=6=03,(d)Q=6=04,()Q=0=05,(f)Q=0=0,6,(9)Q=0=07(h)Q=06=0,8,
y(He=0=09

(a) (b) (c)

-10f

T S e ] T T T ATNIEE
4510 -5 0 5§ 10 1§ 4510 -5 0 & 10 1§ 16-10 -6 0 & 10 18
X 5 X
(d) (&) (f)
15 15F 15
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—15L ’ . : \ . —155- . I n L =15k L h n \ A
1510 -5 0 5 10 15 15-10-5 0 5 10 15 15-10 -5 0 & 10 15
x x X
g h) (i
15 15¢
10F 10f
5f 5
=~ 0 .~ 0 .
-5t -5f
-10} -10f
15 T ]
15-10-5 0 5 10 15 15-10-5 0 5 10 15 15-10 -5 0 5 10 15
X x X

Fuente: elaboracion propia.
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Con el propésito de obtener resultados conclu-
yentes respecto a la incertidumbre de las cuencas
de salida, a continuacion se describe el método de
entropia de las cuencas como un indicador cuan-
titativo que permitira medir las incertidumbres
aparentes observadas en las cuencas.

La entropia de las cuencas fue introducida re-
cientemente como una nueva herramienta cuanti-
tativa para medir la incertidumbre de las cuencas
[17]. Aqui, el término incertidumbre es entendido
como la dificultad para determinar el estado final
al cual una condicioén inicial tiende, dado su estado
inicial. A diferencia de las cantidades usadas co-
munmente en la dindmica no lineal (como la en-
tropia Kolmogorov-Sinai, la entropia topologica o
la entropia expansiva), la entropia de las cuencas se
refiere a la topologia de las cuencas en lugar de la
evolucion de las trayectorias en si mismas.

Brevemente, el método para el calculo de la en-
tropia de las cuencas consiste en dividir el espacio
de fase, que se asume que posee N, estados, en una
malla cuadrada de N celdas, de tal forma que para
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determinar la probabilidad p,; de encontrar un es-
tado j en la i-ésima celda se usa la definicion de
entropia de Gibbs, es decir, la entropia parala celda
i se calcula como:

La entropia total de las N celdas de la malla se
determina como el promedio de las N celdas:

Si = % i Si= % i1 2?];41 pijlog (p%) (19)

Teniendo en cuenta que el promedio de la can-
tidad Sb depende del nimero de celdas usadas,
y solo a partir de un cierto nimero se estabiliza,
usamos un método Monte Carlo para seleccionar
aleatoriamente las celdas en el espacio de fase, y
asi poder determinar el valor umbral de N a partir
del cual el valor final de entropia de cada figura
particular no varia. En este trabajo, se encuentra
que, usando celdas de 5x5 pixeles, se requieren N
= 3,5 x 10° celdas para obtener un valor confiable
de entropia.

Figura 4. Entropia de las cuencas para diferentes valores del momento angular L. Cada curva se calcula con el
conjunto de parametros usados en las figuras 1, 2, y 3, respectivamente

e &7 & oad o Gf an dlp T L el o oF o Lo e o T
0.085 [ -

- — L=0 G

0.060 F -

. — L=0.5 3

nn&e | il
:l.l:l-\_-\.l : L=1 :

o~ 0.050F -
0 - 3
0.045 | ]

F P O,

0.040 F .
0.035 F e
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Fuente: Elaboracion propia
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Usando el procedimiento descrito anterior-
mente, en la figura 4 se presentan las entropias de
las cuencas para los tres valores de momento angu-
lar presentados en las figuras 1, 2 y 3. En esta figura
se observa claramente que los valores de entropia
mas altos corresponden al caso con L = 0, segui-
dos por el caso L = 0,5y, por ultimo, el caso L = 1.
Ademas, se observa que en todos los casos la entro-
pia disminuye con el aumento del valor de los mo-
mentos multipolares de masa de orden superior, es
decir, la incertidumbre de las cuencas de salida del
sistema se ve directamente afectada no solo por el
aumento de energia, sino también por el aumento
del valor de los momentos multipolares.

Conclusiones

En el presente articulo se estudio la influencia de
los momentos multipolares en el limite clasico de
un sistema relativista que se reduce a una version
analoga al sistema de Hénon-Heiles. Nuestros re-
sultados son concluyentes e indican que:

= A diferencia del sistema cldsico de HH, el nue-
vo sistema no presenta orbitas acotadas para
valores de energia mayores a la energia critica
superior.

= Los canales de salida se encuentran rotados ,
con respecto al sistema clasico de HH.

= De conformidad con lo que ocurre en el sis-
tema clasico de HH, a medida que la energia
del sistema se incrementa, se encuentra que
las cuencas de salida se vuelven mds sua-
ves y bien definidas, reduciendo su valor de
incertidumbre.

= En todos los casos estudiados, la entropia dis-
minuye con el aumento del valor de los momen-
tos multipolares, obteniendo una disminucién
drastica para valores entre 0y 0,1.
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