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Resumen: Se desarroll6 un modelo matematico basado en ecuaciones diferenciales ordinarias que
describe la dinamica del covip-19 en una comunidad humana donde los individuos infectados pue-
den ser sintomaticos o no, y sobre la cual se implementan politicas de salud publica. Con interés en
intervenciones, ya sea por prevencion (como el uso de mascaras, higiene de manos, distanciamiento
social), o por tratamiento (farmacéutico), se investiga si el problema de salud es controlable. Por
consiguiente, se analiza la estabilidad y controlabilidad de las soluciones del modelo con base en
el niUmero basico de reproduccion; luego, se establece un criterio de cobertura de la prevencién a
partir del nUmero de reproducciéon de control, proporcionando diferentes escenarios de simulacion
para esta medida de control. Los resultados revelaron que la prevencion es eficaz para reducir la
transmision, sin embargo, su eficacia puede reducirse al no saber con certeza la magnitud de la
transmision de los individuos infectados asintomaticos ni su grado de participacion, hecho que posi-
bilitd la reaparicion de brotes sostenidos del covip-19.
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cualitativo; simulaciéon
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Mathematical Model for the Control of Parallel
Transmission of covib-19 by Symptomatic and
Asymptomatic Individuals

Abstract: A mathematical model based on ordinary differential equations was developed to describe
the dynamics of covip-19 in a human community where infected individuals can be symptomatic or
asymptomatic, and public health policies are implemented. With a focus on interventions, whether
for prevention (such as mask usage, hand hygiene, social distancing) or treatment (pharmaceutical),
the controllability of the health problem is investigated. Consequently, the stability and controllabil-
ity of the model's solutions are analyzed based on the basic reproduction number. A prevention
coverage criterion is then established based on the control reproduction number, providing different
simulation scenarios for this control measure. The results revealed that prevention is effective in re-
ducing transmission; however, its effectiveness may be diminished by uncertainties about the extent
of transmission from asymptomatic infected individuals and their level of participation, leading to the
resurgence of sustained outbreaks of covip-19.

Keywords: covip-19; Asymptomatic Cases; Control Measures; Dynamic System; Qualitative Analysis;
Simulation

Modelo matematico para o controle da transmissdo paralela da
COVID-19 por individuos sintomaticos e assintomdticos

Resumo: Foi desenvolvido um modelo matematico baseado em equagdes diferenciais ordinarias
que descreve a dinamica da covip-19 em uma comunidade humana, onde os individuos infectados
podem ser sintomaticos ou nao, e sobre a qual sdo implementadas politicas de satde publica. Com
interesse em intervencdes, seja por prevencdo (como o uso de mascaras, higiene das maos, distan-
ciamento social) ou por tratamento (farmacéutico), investiga-se se o problema de salde é contro-
lavel. Por conseguinte, sdo analisadas a estabilidade e a controlabilidade das solucdes do modelo
com base no nimero basico de reprodugdo; em seguida, é estabelecido um critério de cobertura
da prevencdo a partir do nimero de reproducdo controlado, proporcionando diferentes cenarios
de simulacdo para essa medida de controle. Os resultados revelaram que a prevencdo € eficaz para
reduzir a transmissdo, no entanto, sua eficacia pode ser reduzida por ndo se saber com certeza a
magnitude da transmissao dos individuos infectados assintomaticos nem seu grau de participacdo,
fato que possibilitou o reaparecimento de surtos sustentados da covip-19.

Palavras-chave: covip-19; casos assintomaticos; medidas de controle; sistema dinamico; analise
qualitativa; simulagdo
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Introduccion

Los coronavirus son un grupo de virus conocidos
por sus puntas en forma de corona en la superfi-
cie. Estos pueden infectar las vias respiratorias,
gastrointestinales, hepéticas y del sistema nervio-
so central de numerosos vertebrados, incluyendo
gatos, perros, caballos, ovejas, cerdos, pollos, pa-
vos, seres humanos y animales silvestres, como
los murciélagos. Aunque el coronavirus se asocia
comunmente con infecciones respiratorias agudas
en humanos, su capacidad para infectar maltiples
especies de hospedadores y una variedad de enfer-
medades lo convierten en un patdgeno complejo
[1] - [3]. La mayoria de las personas se infectan con
estos virus en algun momento de su vida, general-
mente exhibiendo infecciones de leves a modera-
das en las vias respiratorias superiores, como el
resfriado comun [4] - [6].

Anteriormente, se conocian cuatro corona-
virus (CoV) comunes que son endémicos en la
HCOV-229E, HCOV-0C43,
HCOV-NL63 y HCOV-HKU1. Los dos primeros se
conocen desde la década de 1960, mientras que
la aparicion del sindrome respiratorio agudo se-
vero (SARS-cov), en 2002, condujo a una busque-
da activa de nuevos CoV y a la identificacion de
HCOVNL63 Y HCOV-HKU1 en 2004 y 2005, respec-
tivamente [5] - [7]. En comparacién con el SARS,
las cepas estacionales que comiinmente infectan a
los humanos cada afio son mucho mas prevalen-
tes, mucho menos graves, y causan generalmente
enfermedades similares a la influenza (iL1). Entre
5-12 % de todos los casos de I1LI son positivos para
CoV [5], [8]. Antes del 2003, solo se habian aislado
dos cepas de coronavirus en humanos: HCOV-229E
y HCOV-0C43, las cuales causan infeccion del trac-
to respiratorio superior e inferior [9]. En el afo
2003, una nueva cepa de coronavirus, SARS-COV,
se identificé como el agente causal de un nuevo
sindrome respiratorio severo (SARS, por sus si-
glas en inglés), iniciando la investigacion de otros
nuevos coronavirus, tanto de humanos como
de animales, los HCOV-NL63 en 2004 y el HCOV-
HKU1 en 2005, que infectan a humanos [10]. En
contraste con estos otros coronavirus humanos,
SARS-COV y MERS causan una neumonia severa y

poblaciéon  humana:
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potencialmente mortal en humanos, y son los co-
ronavirus humanos mas patogénicos conocidos
hasta entonces [11].

En diciembre de 2019, Wuhan, provincia de
Hubei, China, se convirtié en el epicentro de un
brote de neumonia que desperté una enorme
atencion, no solo dentro de China, sino interna-
cionalmente. Varios centros de salud en Wuhan
informaron sobre grupos de pacientes con neu-
monia de causa desconocida que estaban vincula-
dos epidemioldgicamente a un mercado mayorista
de mariscos y animales himedos [12]. Las auto-
ridades sanitarias chinas hicieron una investiga-
cién inmediata para caracterizar y controlar la
enfermedad, incluyendo aislamiento de personas
sospechosas de tener la enfermedad, monitoreo
de contactos cercanos, recopilacion de datos cli-
nicos y epidemioldgicos de pacientes, y desarrollo
de procedimientos de diagndstico y tratamiento
[12]. Para el 7 de enero de 2020, cientificos chi-
nos habian aislado un nuevo coronavirus (CoV)
de pacientes en Wuhan; la secuencia genética del
nuevo coronavirus 2019 (2019-NCov) permitié el
rapido desarrollo de una prueba especifica de rRT-
PCR para el diagnostico del 2019-Ncov (basadas
sobre datos completos de la secuencia del genoma
en la iniciativa global sobre la plataforma para
compartir todos los datos de influenza [GISAID])
[11]. El patégeno se identificd rapidamente como
un nuevo coronavirus perteneciente a los betaco-
ronavirus de linaje B, que también incluyen el co-
ronavirus del sindrome respiratorio agudo severo
(SARS-CcOV), que caus6 una pandemia en China en
el periodo 2002-2003, y el coronavirus tipo SARS
de murciélago [13].

La covip-19 (2019-NcovV) se propagé veloz-
mente por todo el mundo, ya que, a enero de 2020,
iban confirmados un total de 9 976 casos en 21
paises, y antes de marzo de 2020, 114 paises alre-
dedor del mundo reportaron un total de 118 000
casos confirmados y mas de 4 000 muertes [14] -
[15]. Las tasas de letalidad por la covip-19 se es-
timan entre 1 % y 3 %, afectando principalmente
a los adultos mayores y a aquellos con comorbi-
lidades, como hipertension, diabetes, enfermedad
cardiovascular y cancer [16]. Algunas de las perso-
nas infectadas muestran sintomas y se enferman,
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mientras que otras estan infectadas y no muestran
sintomas (o experimentan sintomas muy leves o
casi irreconocibles) [17]; la proporcion de perso-
nas con infeccién que nunca tienen sintomas apa-
rentes es dificil de cuantificar, porque requiere un
muestreo clinico prospectivo intensivo y una de-
teccion de sintomas de una muestra representativa
de personas con vy sin infecciéon. No obstante, la
evidencia epidemioldgica y de laboratorio sugiere
que las personas que nunca desarrollan sintomas
tienen la misma probabilidad que las personas
con sintomas de transmitir el SARS-cOV-2 a otros
(17] - [19], lo que genera preocupacion entre los
expertos en salud publica; un desafio adicional a
nivel comunitario es la creencia de que la transmi-
sion de la enfermedad es exclusiva de las personas
que muestran sintomas, por ende, es fundamental
prestar atencion a los casos asintomaticos y pre-
sintomdticos de covip-19 para brindar mensa-
jes adecuados que eviten y reduzcan el riesgo de
transmision.

Los modelos matematicos juegan un papel im-
portante en las politicas de salud publica a nivel
local, regional y mundial, ya que permiten inter-
pretar diferentes escenarios en el manejo de en-
fermedades y, a partir de ellos, tomar decisiones y
medidas de prevencion oportunas [20]. Kucharski
y colaboradores [21], para comprender la dindmica
de transmision temprana de la covip-19 y evaluar
la efectividad de las medidas de control, estima-
ron cdmo la transmisién en Wuhan vari6 entre di-
ciembre de 2019 y febrero de 2020 combinando un
modelo matematico que divide los individuos en
cuatro clases (susceptible, expuesto, infeccioso y
removido) con cuatro conjuntos de datos dentro y
fuera de Wuhan [21]. Sus resultados mostraron que
la transmisiéon de covip-19 probablemente dismi-
nuy6 en Wuhan a fines de enero de 2020, coinci-
diendo con la introduccién de medidas de control,
y que si la transmisién covip-19 se establece fuera
de Wuhan y a otros paises lejanos, comprender la
efectividad de las medidas de control en diferentes
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entornos sera crucial para comprender la dindmi-
ca probable del brote y la probabilidad de que la
transmision pueda ser contenida [21].

Tang y colaboradores [22] estimaron el nimero
reproductivo béasico para determinar el potencial
y la gravedad del brote de coronavirus 2019-Ncov
e identificar el tipo de intervenciones e intensidad
de la enfermedad mediante un modelo comparti-
mental determinista basado en la progresion clini-
ca de la enfermedad, el estado epidemioldgico de
los individuos y las medidas de intervencién. Las
estimaciones basadas en la probabilidad y el ana-
lisis del modelo mostraron que el nimero repro-
ductivo basico de control puede ser tan alto como
6,47. Los analisis de sensibilidad mostraron que las
intervenciones como rastreo de contacto intensivo
seguido de cuarentena y aislamiento pueden redu-
cir efectivamente el numero reproductivo basico
de control y el riesgo de transmision, ademads, el
efecto de la restriccion de viaje adoptada por Wu-
han en Beijing es casi equivalente a aumentar la
cuarentena por un valor de referencia de 100 mil
[22]. Estos investigadores concluyen que se hace
esencial evaluar como las medidas costosas e in-
tensivas en recursos, implementadas por las auto-
ridades chinas, pueden contribuir a la prevencion
y al control de la infeccién de 2019-Ncov, y que con
la restriccién de viaje, el nimero de personas in-
fectadas disminuira en un 91,14 % para Beijing en
comparacion con el escenario de no restriccion de
viajes [22].

Formulacion del modelo
matematico

Se presenta un modelo matematico determinista
con poblacion total variable, poblacién asinto-
matica, términos de transmision frecuencia-de-
pendiente (incidencias estandar) y mortalidades a
causa de la covip-19. Las variables en un tiempo
t y los parametros constantes se describen en las
tablas 1y 2:

J. A. Olarte Garcia m O. A. Manrique Arias m S. Raigosa Osorio m C. Alberto Abello Mufioz
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Tabla 1. Descripcidn de las variables de estado

Simbolo Significado

SM=S niimero promedio de poblacién susceptible
1) =1 niimero promedio de poblacién infectada
CH=cC niimero promedio de poblacién sintomatica positiva para COVID-19
A=A nimero promedio de poblacién asintomdtica positiva para COVID-19
R@® =R namero promedio de poblacion recuperada
N =N ndmero promedio de individuos de todos los estados
GO=C¢ Carga de la enfermedad
M. () = M, namero promedio de individuos que mueren por la COVID-19

Fuente: elaboracién propia.

Tabla 2. Descripcion de los pardmetros del modelo

Simbolo Significado

u tasa constante de natalidad igual a la tasa de muerte natural

n tasa de desarrollo de la infeccion

® tasa de muerte de las personas sintomdticas por la infeccion

r tasa de recuperacion de las personas sintomaticas por tratamiento (medicacion y administracion de
farmacos, ver [23]-[24])

0 tasa de personas asintomaticas que desarrollan sintomas

[ fraccion de personas infectadas (casos) que no desarrollan sintomas

y fraccién de personas susceptibles que toman medidas preventivas (distanciamiento social, tapabocas,
lavado de manos, cuidado al estornudar)

B tasa de infeccion de las personas susceptibles provocada por los casos sintomdticos

o tasa de infeccion de las personas susceptibles provocada por los casos asintomaticos

Fuente: elaboracién propia.

La dindmica de transmision se ilustra en el dia-
grama compartimental de la figura 1, y se explica
brevemente continuacién:

Modelo matematico para el control de la transmisién paralela del covid-19 por individuos sintomaticos y asintomaticos -
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Figura 1. Flujograma de la dindmica infecciosa de la covip-19
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Fuente: elaboracién propia.

Las fuerzas de infeccion de sintomaticos y asin-
tomaticos son respectivamente: SC/N y cA/N. La
variacion en el tiempo de la poblacion susceptible
estd dada por la siguiente ecuacion diferencial or-
dinaria no lineal:

ds

C A
oM By A-gS—og(—gS—us 1)

Donde pN es el incremento de la poblacion sus-
ceptible por natalidad, f % 1-9Sy a%(l -9)S
representan los nuevos casos de infectados (inci-
dencias estandar) de sintomaticos y asintomaticos,
y uS es el nimero de personas que mueren de for-
ma natural. Asimismo, se interpreta la variacion
en el tiempo de la poblacion infectada mediante la
siguiente ecuacion diferencial:

dl C A
TPy 9stor (=g —fal = —pmi—u (2)

dt

Donde fnly (1 — f)nl son los términos que in-
dican las fracciones fy (1 — f) de personas infec-
tadas que pasan a ser sintomaticas y asintomaticas,
respectivamente, y ul es el total de personas que
mueren por causas naturales.

Las variaciones de la poblacién sintomatica, y
de la asintomatica, en el tiempo, estdn dadas por
las ecuaciones diferenciales (3) y (4):

dc
2= (=l + 04— wC —pC —nC 3)

d—A:nt—,uA—BA 4)
dt

Donde 64 es el nimero de personas asintoma-
ticas que desarrollan sintomas, wC es el nimero
de personas que mueren por la covip-19, mCes el
numero de personas sintomaticas que se recupe-
ran y uCy pA son los nimeros de personas sin-
tomdticas y asintomdticas que mueren por causas
naturales.

La variacion de las personas recuperadas en el
tiempo esta dada por la ecuacion:

— =nC — uR ©)

En la cual uR es el namero de personas recupe-
radas que mueren de forma natural.

Sumando las ecuaciones (1) - (6), se obtiene la
ecuacion diferencial de la poblacion total al instante ¢:

J. A. Olarte Garcia m O. A. Manrique Arias m S. Raigosa Osorio m C. Alberto Abello Mufioz
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dN
@ .G 6
It wC 6)
Larazén de cambio de la carga de la enfermedad (C) al instante ¢ es:
dc,
— =l 7)
at

La razén de cambio de la poblacién que muere por la covip-19 (M) al instante t es:

dM
- ¢ = wC (8)
dt
El conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales que interpreta el proceso de transmision de la
CoOVID-19 con poblacion sintomatica/asintomatica (sistema (9.1)) e indicadores epidemioldgicos (sistema
(9.2)) esta dado por:

dS—N C(1 )S A(1 )S — uS
Pl [>’N g N g ©
dar_ C(1 )S + A(1 )S I—(—Pnl—ul
dt—ﬁN g oy g fn fnl —p
dc
<E=(1—f)n1+9A—wC—uC—nC ©.1)
A _ I —uA —0A
dR R
Vae = ™ TH
dN c
ac ¢
dc;
=y 9.2
Pkl 9.2)
dM,
—ft=uwC
a ¢

Sujeto a restricciones epidemioldgicas:

S(0)=S,>0, 1(0) =1y = 0,C(0) = Cy = 0,A(0) = Ay = 0,R(0) = Ry >
O,N(0)=Ny>0; u>0,7>0m7=>06>0w0>00<f<1,0<g<1, 9:3)

w>uo>p.

Las variables poblacionales son no decrecientes V(S,, I, C,, 4y, R,) E R} :

ds‘ Ny =04 ﬂCO(l )So + A°(1 )So =0
— = uNg 2 0,— =1 =g)Sy+o-(1-g)S 20,
dt (0,19,Co,40,R0) ° dt (50,0,C0,40,R0) No ° Ny °
dac dA
dt (S0,10,0, Ao,Ro) dt (S0,10,€0,0,R0)
dR
= T[CO > 0.

dt (S0,10,C0,40,0)

Modelo matematico para el control de la transmisién paralela del covid-19 por individuos sintomaticos y asintomaticos
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~ (8,1, C A R) € R} siempre que (S, I, Cy, Ay, Ry) € R} . La variable de poblacién total es no creciente:

dN

T =—-wC < 0.

lim sup N

Foo Ny para todo tiempo ¢

Es posible verificar que el sistema (9.1) - (9.2) satisface las condiciones de existencia y unicidad de
soluciones (ver [25], teoremas 2.3 y 3.3) en la regién positivamente invariante:

M={S,I,C,AR)ERLG:O<SNy<S+I+C+A+R<N,}

La tabla 3 contiene los valores de las tasas y las
condiciones iniciales del modelo. Las tasas no pro-
vienen de una poblacién particular, fueron esco-
gidas hipotéticamente para dar mayor impacto a
la contagiosidad de los asintomaticos y la mortali-
dad por la covip-19 como enfermedad emergente

Tabla 3. Valores asignados a los pardmetros

(10)

[17] - [19]; similarmente, las condiciones iniciales
se eligen hipotéticamente en el contexto de un am-
biente que no es foco de la covip-19 para estudiar
la evolucién de las series de tiempo, debido a que
unos pocos individuos sintomaticos o asintomati-
cos ingresaron a la poblacion.

Parémetro It B o n 0 w ™
Valor 0.000036 dia”! 0.9 dia” 0.96 dia”! 0.8 dia”! 0.1dia’ 0.23073 dia”! 0.76 dia"!
Parametro N 5(0) 1(0) C(0) A(0) R(0)
Valor 300003 300000 0 1 2 0

Fuente: elaboracion propia.

Estabilidad y controlabilidad

Existen dos soluciones estacionarias del sistema (9.1) - (9.2). La solucion estacionaria (11) significa que la

poblacion esta libre de la covip-19:

L =(5,,0,0,0,0)

(11)

La solucién estacionaria (12) significa que la covip-19 prosperara en la poblacion:

P= (8% I%, C*, A%, R,

Donde:
N*
S* - =
Ry
I" = pu(p + O)R,K™

A

A" = fnBuR, K",

*

(12)

C* =ofnu(u+ 0)(R, + R3)K”

R* =ofnm(u+ 0)(Ry + R3)K”
(Ry—1)s*

~ fno(u+ ) (R; + Ry) + Bu + [ + O)uR,

J. A. Olarte Garcia m O. A. Manrique Arias m S. Raigosa Osorio m C. Alberto Abello Mufioz
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Y

F1—g)(A—-f)n

=ttt
_o(1-g)fn

=G mu+o 14
_ B - 9)f6n

T+t (w+ptn)

k§0=R1+R2+R3

Observacion 1. La solucién (12) tiene sentido epidemioldgico si Ry>1.
El siguiente resultado implica (epidemiolégicamente) que una pequena afluencia de personas infec-
tadas con coviD-19 no generara un brote en la comunidad si R, < 1. Es decir, la enfermedad desaparece

rapidamente (cuando R, < 1) si el numero inicial de personas infectadas se encuentra en la cuenca de
atraccién del estado libre de infeccién (S,,0,0,0,0).

Proposicion 1. Si R, < 1, entonces el equilibrio libre de la infeccién (11) es local y asintéticamente
estable en la region (10).

Prueba. Introduciendo las fracciones:

(14)

Y larelacion s = 1 —i-c —a - ren el sistema (9.1), se obtiene el siguiente sistema equivalente de di-
mension cuatro:

%=(1—g)(ﬂc+aa)(1—i—c—a—r)—(r]+u)i+a)ci

dc
E=(1—f)ni+49a—(a)+/1+1r)c+a)c2
{ da

i fni—(p+0)a+ wca

(15)
dr N
— = mc—ur cr
dt T

1(0) = ig, c(0) = cg, a(0) = ao,7(0) =1

Cuyo espacio de estados es:

O={Gcar)eRL0<i+c+a+r<1}

Y las cantidades originales pueden recuperarse a través de (14) y delarelacion s +i+c+a+r=1.Se
observa que el sistema (15) no involucra a N(t), por lo que el comportamiento de las proporciones puede
analizarse por separado.

La estabilidad local de las soluciones de equilibrio se puede examinar linealizando el sistema (15) al-
rededor de la solucién de equilibrio genérica E = (}, , 4 ). Esto genera la matriz jacobiana:
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-A-gd-+w wi+A-g)Bs—d) (1-g)os—d) —-(1-g)d

Jp = 1=\ 206 —(w+u+m 0 0
£ 1 wa wé—(u+6) 0 (16)
0 T+ o 0 —u+ wé

Donde d = ¢+ 04. Ahora, desde el punto de vista de la estabilidad, se desea saber si la parte real de
los valores propios de J es negativa. Si es asi, entonces E es local y asintdticamente estable, de lo contrario,
es localmente inestable a pequefias perturbaciones (ver p. ej. [26], Teorema 8.2.1).

Claramente, el sistema (15) tiene la solucion de equilibrio trivial 0 = (0,0,0,0) ef]. Reemplazando E =
0, la matriz (16) se reduce a:

-+  BA-g) ol-g) O

Jo = Q- —(w+p+mn 0 0
fn 0 —(u+6) 0

0 s 0 —U

Los valores propios J, son A = —u y las raices de la ecuacion:

—m+w-2 B(1—g) a(l—-g)
A= —(w+tp+m)-2 0 =23 + 1122 + Ky + K5 17)
| 0 —(u+6)—1

Donde:

Ki=M+wW+@+p+m)+@+06)
{Kz =m+wW@+p+m)A-R)+M+wWE+60)(1—R3)+(u+0)(w+u+m)
k3 =M+ uwu+0)(w+p+m)(1—Rg)

La negatividad de la parte real de las raices del polinomio (17) se sigue del Criterio de Routh - Hurwitz
(ver [27], Teorema 12): la condicién 0 < R,< 1 garantiza que 0 < R; < 1 parai € {1,2,3}, ademas, 0 < k; para
i € {1,2,3} y K,k, — k; > 0 se pueden verificar facilmente. Por ende, todos los autovalores de (17) tienen
parte real negativa y queda demostrada la estabilidad asintética local de la solucién (0,0,0,0) del sistema
(15) cuando R, < 1, la cual es equivalente a la proposicion:

Ve > 0,36 = 6(e) > 0] |(ip,co, a0, Tl <5 = |I(i,c,a, )|l <eVE=0
A 36> 0| [ICig, 0,00, )l < 8 = lim (i,c,a,7) = (0,0,0,0) (18)

Asimismo, al reestablecer la variable s = 1 - i — c — a - ren el sistema (15), se demuestra que (1,0,0,0,0)
es local y asintoticamente estable cuando R, < 1, acudiendo a la definicion. Eligiendo ||-|| como la norma
1, se obtiene:

NG canlly =il +lcl +lal + |r| =|s — 1,
”(S - 1’ i,C,a,T)lll = |S - 1| + ”(ll C,a,T)||1 = 2”(”: c, a;r)“l'

Empleando los célculos previos y la proposicion (18) se deduce que existe y > 0y, para cada € > 0, existe
6= 6(€) > 0 tales que:
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”(SO - 1’ io, Co, Ao, r())” <20= ”(s - 1) i: (o8 a;r)” < 26
A ”(SO - 1! iO’ Co, Ao, TO)” < Zy = lim(sl i; c a, r) = (110:0:010) =1L
t—oo

Por el hecho de que:

tlim (s,i,c,a,r) =(1,0,0,0,0) = tlim (S,1,C,AR) = (tlimN, 0, 0,0,0)
< lim(S,1,6,4,R) = (5,0,0,0,0)

Entonces existe t; tal que para t> t;:

(50—E S(©),1(t), (1), A(®), R(®)) < (N(2) 50+effff).

5' ) ) ) ) — ) 5515’5‘5

Asi, para t> t;:
Sy + >S—N—I—C—A—R>(S —f)— E_E St -
oTE=0= =\ 75T 57575 5 0" €

S |S-5|<e.

Por lo tanto, la solucidn de equilibrio (S, 0,0,0,0) del sistema (9.1) es local y asint6ticamente estable si
R, < 1: para cada € > 0, existe 6 = 8(€) > 0 tal que:

[| S(E1) — So,1(£1), C(t1), A(t1),R(t|| <6
SIS =SuLC, AR <e vzt >0

Y & se puede elegir tal que:
| SCt1) = So,1(t1), C(t1), A(tD), R(ED]| <6
= lim (S, 1(t), € (), A(®), R(D) || = (S, 0,0,0,0).

Con esto queda demostrada la proposicion.

Desde el punto de vista epidemioldgico, la Proposicion 2 implica que la eliminacion de la enfermedad
es independiente del tamaio inicial de los compartimentos del modelo.

Proposicion 2. El equilibrio libre de la infeccion (S,,0,0,0,0) es global y asintéticamente estable en IT
si Ry < L.

Prueba. La prueba se basa en el método directo de Lyapunov [28]. Asuma la dindmica (9.1) con R, <
1y considere la funcién
L:Tw Ry L(S,1,CAR) =1+ g.C+ g4,

B(1-g9) _ (1-g)o+6g;
w+u+m 2 u+6

Donde g1 = , satisfaciendo:

£(Sy,0,0,0,0) =0
L(S,1,C,A,R) >0 ¥(S,1,C,A,R) # (S,,0,0,0,0)
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La derivada de £a lo largo de las soluciones del sistema (9.1) esta dada por:

dl

dc

£=—+gla+gz

dt

S
=y A=DEC+0A) =0+ w1 +g:1((1 = Hnl+04 = (0 +p+mC) + g2 (fnl = (k+6)4

S
-[ypa-9-gi@+urm]c+

S
yoA -9 +ag.6 - g+ 9)]A

+ 1A = In+ gofn— ( + W]l

Simplificando,

R S
i=[ppa-g-pa-glc+

Ya que S(t)/ N(t) < 1 para todo t:

1-9)o fn

N
o= 9) = = 9| A+ 0.1 = Pn+ gafn = + 0

1-f)m 6 fn)

Z:s(nﬂt)[gl((nﬂl p+6m+p

Por lo tanto, £ < 0si R, < 1, y £ =0si,y solo
si, I=0. Con I =0 en el sistema (9.1) se mostrd que
(S, I, C, A R > (S, 0,0,0,0) cuando t > . Ade-
mas, el subconjunto invariante mas grande en {(S,
1, C, A, R) ETI: L=0} es el unitario que contiene el
equilibrio libre de la infeccion. Por lo tanto, en vir-
tud del teorema de invarianza de LaSalle (ver [29],
Teorema 4.4), el continuo de equilibrios libres de la
infeccion es global y asintéticamente estable en el
espacio de estados (10) siempre que R, < 1.

Con esto queda demostrada la proposicion.

Los objetivos generales de un programa de
contencion y mitigacion de enfermedades trans-
misibles son disminuir su incidencia y prevalencia.
Partiendo del modelo dado en (9.1) - (9.3), se supo-
ne que el sistema es inestable para y se considera
que los pardmetros de prevencién y tratamiento
de la covip-19 son funciones generales del tiempo
continuamente diferenciables: g =u (t) = u, m=
v (t) = v. La siguiente proposicion prueba que la
solucidn libre de la covip-19 puede volverse esta-
ble, atin en el caso en el que siga habiendo carga

u+6 (77+#)_1]1S(n+”)(R0_1)1'

positiva de la enfermedad, mientras su propaga-
cion esté bajo control estricto.

Proposicion 3. La dinamica gobernada por el
sistema (9.1) - (9.3) es completamente controlable
en el intervalo [0, 7] € R, si R, > 1: para cada y°,
y! € Il existe un control u: [0, 7] — [0, 1] X [0,
o) tal que la solucidn y(t) del problema de valor
inicial (9.1) - (9.3) correspondiente a u(t) satisface
x(7) =y.

Prueba.

Suponga que x; (t) es solucién del sistema (15)
paraw; () = (uy, v,) y %, (0) = (iy, €, A, ) da-
dos, entonces la traslacion de coordenadas X (t)
=x(t) -x, (t) yw=w(t) - w, (t) y la conocida
matriz de linealizacion (16) transforman (15) en el
sistema semilineal no auténomo:

dx

E=A/?_(+ Q1w + Qo 19)

Donde, en tiempo t € [0, 7], el estado es X= (¥, X,,
X3 X,) € R*, el control es w=(i, 7)) ERZ, y
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wep = (A —u)by —(+p) wip+@A—u)Bs—b) (A—u)(os—by) —(1—u)b,

j= 1= 2we; — (w+ p+vy) 0 0
n wa, wey — (u+8) 0 '
0 vyt wry 0 —u+ wey
—bys; 0 (1 — u;)b5 + wci — b s — ub(5 + s1)
Q ~ 0 —¢, ’Q _ wEZ & ; 5)1 = ﬁ_Cl +_0-a1;
1 0 0 0 wca b= fc+oa.
Cq 0 cv

El origen X= 0 es una solucion de equilibrio global y asintéticamente estable para el sistema (19) no
controlado (g = 0, m = 0); este sistema varia suavemente (de hecho, analiticamente) en R. Si (i, ¢, a;, 1, )

= (§*%N* I*/N* C*/N* A*/N"* R*/N*) se deduce que % =JX + Q, W es el sistema de control linealizado
alrededor del estado de equilibrio endémico, donde @, es una matriz constante.
El corolario 3.5.18 en [30], 0 Teorema 1 en [31], requiere computar una recurrencia de la forma:

A d
Bo():= Qu; Biva(8):=JBi(t) — - Bi(t), parai = 0.

Para construir B: = B, B, ... B(]; si j(t) y Q, (t) son k veces diferenciables y si rango B = 4 para algun
t, > 0, entonces % ="JX + Q; W es completamente controlable.

Se examind la matriz de controlabilidad hasta k = 3 y con entradas B, (t) = Q; B, (t) = (-1) "j" Q, (o),
parai=1,2,3. Dada la complejidad del calculo de B,,,, se debi6 disefiar un algoritmo en Matlab con las
siguientes lineas de codigo: declaracion de variables y pardmetros como simbolos (syms), computo de las

matrices jacobianas (jacobian), formacién de B, rango de B (rank(B)); el programa confirmé que rango B

=4, por lo tanto, & = ] X 4+ QW es completamente controlable para cada intervalo no trivial [0,1].

Segtn [32], el sistema semilineal (19) es completamente controlable en [0,7] bajo la siguiente condi-
dx A _ _ _
cion: el sistema perturbado d—’: = JX + QW es controlable, la funcion no lineal Q, = Q, (t, X, W) es conti-

nua, y existen constantes @; = 4+ 40+ 2w, a, = ’2 sup 7(t) max{7f + 70,4}, a3 =1/2ya, =0
te[0,7]

tales que:

,2 sup v(t) max{78 + 70,4}, a3 =1/2ya, =0
tel0,7]

1Qoll; = |(1 — uy)b5 + wél — byuis — ub(5 + s1)| + |wé? — ¢v| + |wcal + |cv|
< |1 = ublls| + |wl|c] + [byall5] + [b( + s)ul + |welle] + 2|év]| + |wal|c]
< (I(1 = ub| + [b1uD) 5] + (|wi] + |wc] + |wa|e| + [b(s + s [ul + 2|¢]|?]
< (11 = uyl[B] + b4 |[aD (X + [i] + [c| + lal + |]) + w (7] + |¢] + [aD)]e]
+ [b(5 + sl + 2|¢]|v]
< (11 =wllbl + |by|la] + wleD (Tl + |l + |a]) + B11 = wlle] + o1 — w]|al
+ (11 = ugl[B] + [B4[@D|r| + (16 + s + [byDul + 2|¢]|]
< (4B + 40 + 2w) (|7 + || + |al) + Ble| + alal + (4B + 4o)|r| + (78 + 70)|ul
+ 4|7|

= |IXl; + a2 [IW]I{? + ay.
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La controlabilidad del sistema (19) en el intervalo de tiempo [0, 7] significa que, para cualquier estado

inicial X° = X (0), y cualquier estado final X!, podemos exhibir una entrada ti(¢t), t € [0,7], tal que X' = x

7 (1), equivalentemente: sabido (14), significa que para cada y°, y* € Il dados abajo (e; € R® es el i-ésimo
vector candnico):

n
0 0 0 0 0 0 0
y' = (yf L350, y50,y{®, v )) = O 1- Z v x0e
i=0 \ 1<i<5 1<i<5
i%] i%j
1
1 1 1 1 1 1 1
y' = (795 9, v, v )) = ) 1- Z D x@e;
1<i <5 1<i<5
\ i) i)

Se puede ejercer un control u(t) sobre el sistema dindmico (9.1) - (9.3) que redirija el estado inicial y°
= y(0) hacia el estado final y* = y(t) en un tiempo > 0.
Con esto queda demostrada la proposicion.

Umbral de control de la dinamica

El umbral R 'y sus componentes dados en (20) y (21) como funciones de la fraccién de personas que
toman medidas preventivas, de la tasa de personas que reciben tratamiento y de la fraccién de personas
asintomaticas, son:

Ry(f,g,m) = R (f, 9,m) + Ry(f, g, m) + R3(f, g, ) (20)
Y
_ BA-g)(1-
Ri(f.9,m) = M+ w(w+p+m
a1 -g)fn
Ry (f, g, m) RCETICET)) 1)
B (1 —g)fon
B0 9m = Dt D@+ a v o

La cantidad R, = g, (£ 0, 0) se denomina nu-
mero reproductivo bdsico del modelo matematico
[33] - [34] y representa el niimero promedio de
nuevos casos de COvID-19 generados por un indivi-
duo infectado tipico introducido en una poblacién
completamente susceptible (es decir, introducido
en una poblacion donde nadie tiene inmunidad
debido a la infeccién o inmunizacién previa, y
no se implementan intervenciones de salud pu-
blica en la comunidad). Este valor esta expresado
como la suma de los tres numeros de reproduccion

constituyentes para g = m = 0 dados por (21), a sa-
ber: el sumando R, (£ 0, 0) es el nimero promedio
de infecciones secundarias sintomaticas generadas
por los casos infecciosos, el sumando R, (f, 0, 0)
es el nimero promedio de infecciones secundarias
asintomaticas generadas por los casos infecciosos,
y el sumando R, (£, 0, 0) es el nimero promedio de
infecciones secundarias sintomdticas producidas
por personas asintomaticas.

Los factores en los numeros de reproduccion
constituyentes se pueden expresar de la siguiente
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manera: R, (£, 0, 0) es el producto de la tasa de in-
feccién de individuos susceptibles por individuos
sintomaticos, cerca del estado libre de infeccidn,
dada por 55,/ N,; la proporciéon de individuos in-
fectados que sobrevivieron al periodo de incuba-
cién y pasaron a la clase sintomatica, dada por (1
- f)n/(m + w. La duracién promedio en la clase
sintomatica, dada por 1/(u + m); R, (£ 0, 0), es
el producto de la tasa de infecciéon de individuos
susceptibles por individuos asintomaticas, cerca
del estado libre de infeccion, dada por oS,/ Ny; la
proporcién de individuos infectados que sobrevi-
vieron al periodo de incubacidén y pasaron a la cla-
se asintomatica, dada por fn/(n + p), y la duracién
promedio en la clase asintomatica, dada por ﬁ
R, (£, 0, 0) es el producto de la tasa de individuos
de humanos susceptibles por humanos sintomati-
cos, cerca del estado libre de infeccion, dada por
BS,/ Ny, la tasa de flujo (6) de la clase asintomati-
ca (4) a la clase sintomatica (C), y las duraciones
medias 1/(u+ m) y 1/(u + 6) en las clases Sy 4,
respectivamente.

En otras palabras, R, es una medida del evento
en el que la enfermedad se estd propagando en una
comunidad y no se implementa ninguna medida
de mitigacion o control de salud publica; por ejem-
plo, cuando R, = 2, una persona infectada, en pro-
medio, transmitird la covip-19 a otras dos durante
la duracién de su infecciosidad (es decir, antes de

que se recupere o muera de la enfermedad). Por lo
tanto, en este escenario, la enfermedad se propa-
gara rapidamente (exponencialmente) hasta que
se implementen medidas de intervencién y miti-
gacién en la comunidad o una cierta proporcién
de la poblacién se vuelva inmune a la enfermedad
(luego de recuperarse de la infeccion).

Cuando se implementan medidas de control
y mitigacién (g > 0, m > 0), (20) es llamado nii-
mero de reproduccién de control. En presencia de
las medidas de control y mitigacién, la poblacién
total se compone de individuos que son comple-
tamente susceptibles (es decir, aquellos en la cla-
se S), aquellos que estan infectados y aquellos que
han desarrollado cierta inmunidad (ya sea debido
a la recuperaciéon de una infeccién previa o debi-
do a la implementacién de intervenciones de salud
publica, como la vacunacion, que reduce su sus-
ceptibilidad a adquirir la infeccién). Por lo tanto,
cuando fqo (£ g, m) = 2, aunque un individuo in-
fectado contagiard, en promedio, a otros dos en la
comunidad, el nimero de individuos susceptibles
disponibles para este individuo infectado se redu-
ce (debido al hecho de que algunos individuos en la
comunidad estan parcialmente protegidos).

El cambio que experimenta el nimero de re-
produccién de control por el cambio en el com-
portamiento preventivo y reflejo de una tasa de
tratamiento constante es:

Ro(9)

Sin prevencion se obtiene:

_ Q-9 =/f)n B —9)fon o1 —-9)fn
m+ww+tpu+n) M+wWu+)(w+p+n) M+wu+0o) (22)
B —f)n Bfon afn
(23)

B = T D@ ratm

Los umbrales (22) y (23) se relacionan mediante
la ecuacién R, (g) = (1 - g)R,(0), por lo tanto,
como la covib-19 es tedricamente controlada si
R, (g) < 1, surge el siguiente resultado:

Proposicion 4. La desigualdad:

g>1 (24)

" Re(0)
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m+w+0)(w+p+m)

m+wu+0)

Es un criterio de cobertura de prevencion suficiente
para el control de la infeccion.

En la figura 2 se ilustra la regién que representa
(24) en el plano R, (0) versus g: la grafica de ﬁ
divide el primer cuadrante del plano en dos regio-
nes que corresponden a R, (g) < 1 cuando el par
ordenado (g, R, (0)) se encuentra por debajo de



la curva, y a Ry (g) > 1 cuando el par ordenado
(g, R, (0)) se encuentra por encima de la curva; se
puede apreciar que, si se buscan escenarios libres

Figura 2.

Fuente: elaboracién propia.

Simulacién

Las simulaciones computacionales han jugado un
papel importante para predecir el desarrollo de la
pandemia actual, dichas simulaciones permiten
indicaciones tempranas sobre las proyecciones fu-
turas de la pandemia y son ttiles para estimar la
eficiencia delaaccion de control en la batalla contra

T

mn=£

Las estimaciones de las cargas acumuladas
para T = 100 que arrojo el algoritmo implemen-
tado en Matlab para tal fin, integrando el sistema
dindmico (9.1) — (9.3) con los datos hipotéticos de
la tabla 3 se registraron en las tablas 4 y 5; también
se registraron (tablas 4 y 5) los maximos o picos
epidémicos poblacionales, denotados como:

max{/(t)}, max{C(t)}, max{A(t)}.

Facultad de Ciencias Basicas m Vol. 18(1)

de infeccidn, entonces, para valores crecientes de
R, (0) se require que el valor de g sea mas grande
y viceversa.

(@) Nimero basico de reproduccion de control y (b) regidn de cobertura preventiva

Ry(0)

(b)

el virus sars-cov-2. El enfoque numérico de este
trabajo utilizé paquetes del software matematico
Matlab R2023a y las subrutinas que proporciona.

Las cargas acumuladas de personas infectadas,
P, (T), asintomaticas, P, (T), y sintomaticas, P,
(T), en el intervalo temporal [0, T] estan definidas
por:

T

T
I(t) dt, P,(T) = f A(t)dt, P.(T) = f C(t)dt
0 0

Comparando las tablas 4 y 5 se evidencia que
la coordinacion de las autoridades de la salud y la
comunidad en las medidas preventivas retrasa y
contiene la propagacion de la covip-19, en el sen-
tido que los tiempos para alcanzar los maximos
de los compartimentos infectados sintomaticos
y asintomadticos se amplian y el numero acu-
mulado de casos por estado al cabo de T dias va
disminuyendo.
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Tabla 4. Valor maximo de poblacién alcanzado, tiempo en que se alcanzé este valor maximo (t,,,,) y numero de
poblacién total para los estados I, Cy A con f = 0.4 y variando g

Valor de g max{I()} = I () tnin P (T)
0,3 17761 51 366149
0,4 13904 63 351609
0,5 9981 81 290535

Valor de g max{C(0)} = Ctym) timin Pc(T)
0,3 11864 54 292684
0,4 9614 65 275874
0,5 7182 84 209324

Valor de g max{A(0} = A(t,,) bin P, (T)
0,3 39942 58 1146089
0,4 33687 69 1056220
0,5 26195 89 721927

Fuente: elaboracién propia.

Tabla 5. Valor maximo de poblacién alcanzado, tiempo en que se alcanzé este valor maximo (t,,;,) y nimero de
poblacién total para los estados I, Cy A con f=0.7 y variando g

Valorde g max{I(9} = I (twin) bmin P (T)
0,3 28987 37 379326
0,4 24362 43 377634
0,5 19418 52 372971
0,6 14144 68 355263
Valorde g max{C()} = Ctyn) Einin P.(T)
0,3 14877 40 304931
0,4 13261 46 30282
0,5 11331 56 296372
0,6 8965 73 267466
Valor de g max{A(f)} = A(t,,) tnin P, (T)
03g 95050 42 2112205
0,4 86153 48 2096145
0,5 74875 58 2046227
0,6 60231 75 1818171

Fuente: elaboracién propia.

Modelo matematico para el control de la transmisién paralela del covid-19 por individuos sintomaticos y asintomaticos -
91



92

Considerando que R, (0) = 7,6 para un 70 %
de personas asintomaticas, y R, (0) = 4,7 para un
40 % de personas asintomaticas, se utiliza el cri-
terio de la proposicién 3 para generar la tabla 6.
Los resultados de esta tabla reafirman que acciones

Tabla 6. Coberturas de prevencién para f= 0,4y f= 0,70
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como el uso de mascaras, higiene de manos, desin-
feccion de los lugares de trabajo, distanciamiento
social son cruciales para controlar la propagacién
de la covip-19, ya que frenan el aumento de las in-
fecciones secundarias.

£ 9 (0,4,0,3) (0,4,0,4) (0,4,0,5) (0,4,0,6) (0,4,0,7) (0,4,0,8)
Ry (9) 3,29 2,82 1,88 1,4 0,94
£ 9 (0,7,0,3) (0,7,0,4) (0,7,0,5) (0,7,0,6) (0,7,0,7) (0,7,0,8)
R, (9) 5,32 4,56 3,80 3,04 2,28 1,52

Fuente: elaboracién propia.

Implementando la tabla 6, juntamente con la ta-
bla 3 de la seccidn 2, se realizan experimentos de si-
mulacién del sistema (9.1) - (9.3). Comparando las
figuras 3 y 4 se evidencia que una fraccién mas pe-
quena de personas asintomaticas retrasa los picos

epidémicos y causa picos menos empinados, pero
un aumento progresivo en prevenciéon comunitaria
contribuye al aplanamiento de las curvas epidémi-
cas, es decir, el numero de casos por cada escenario
de simulacién va desapareciendo en el tiempo.

Figura 3. Curvas de soluciones del sistema (9.1) - (9.3) bajo distintos niveles de cobertura en la poblacién suscep-
tible (g €{0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8}) y existiendo un 40 % de personas asintomaticas
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Fuente: elaboracion propia.
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Figura 4. Curvas de soluciones del sistema (9.1) - (9.3) bajo distintos niveles de cobertura en la poblacién suscep-
tible (g €{0.3,0.4,0.5, 0.6, 0.7, 0.8}) y existiendo un 70 % de personas asintomaticas
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Fuente: elaboracién propia.

Conclusion

Partiendo de la historia natural de la enfermedad,
se construyd un sistema de ecuaciones diferencia-
les no lineales, del cual se determina un umbral
epidémico denominado niimero bdsico de repro-
duccion (R,), que permitié pronosticar la evolucion
de la enfermedad. Se demostré que el equilibrio
libre de la covip-19 es global y asintdticamente
estable (R, < 1), y que, en la situacién pandémi-
ca actual (R,> 1), la dindmica es completamente
controlable; en particular, los resultados muestran
que, si se mantiene R, menor que uno, la enferme-
dad paulatinamente desaparecera del medio, pero,
cumpliéndose que R, sea mayor que uno, es po-
sible conducir la solucidn estacionaria endémica a
estados libres de la infeccidn al cabo de un tiempo
finito, independientemente de las condiciones ini-
ciales de los compartimentos del modelo.
Posteriormente, con el fin de visibilizar distin-
tos aspectos numéricos y analiticos, se ejecutaron
algoritmos de simulacién implementados en el
software Matlab para evaluar intervenciones de
control no farmacéuticas (como distanciamiento

Modelo matematico para el control de la transmisién paralela del covid-19 por individuos sintomaticos y asintomaticos

social, aislamiento, higiene y uso de mascaras
faciales en espacios publicos). Las simulaciones
numéricas sugieren que las perspectivas de eli-
minacién de covip-19 son prometedoras utili-
zando las intervenciones no farmacéuticas antes
mencionadas, especialmente si se implementan
con altos niveles de efectividad y cobertura, y en
combinaciones.

La implicacién de las personas asintomadticas,
en términos de riesgo epidemioldgico, es la trans-
mision silenciosa del nuevo coronavirus a otras
personas y la propagacion subclinica de la enfer-
medad en la poblacién aparentemente sana du-
rante un periodo prolongado; los asintomaticos
no saben que tienen la infeccién, por tal razon,
su participacion en las medidas de control de la
transmision viral podrian estar desatendidas, y
la capacidad de contagiar a otros dependera de su
conducta para cumplir las acciones preventivas.
Aun asi, las interpretaciones de los resultados del
modelo apuntan a que la prevencion de todos los
actores de la sociedad evita un rapido aumento en
el numero de casos y aplana la curva epidémica, y
de paso detiene el desbordamiento de los servicios



de salud, limita el nimero de muertes en general, y
puede favorecer la atencion de los pacientes en los
hospitales.

Como trabajo a futuro se tendra en cuenta

incluir algunas simulaciones con datos reales de
algunas ciudades de Colombia o de todo el pais y
comparar los resultados con otros trabajos ya pu-
blicados sobre la covip-19 en Colombia.
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