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Resumen: usando los estados de polarizacion de la luz representados por vectores de Jones que pertenecen
a un espacio vectorial lineal complejo de una dimension, se elaboran estructuras algebraicas que son cono-
cidas como diadas o tensores de segundo orden que en este caso conforman un espacio vectorial complejo
de dos dimensiones. Con estos tensores de segundo orden, que se pueden expresar de forma matricial, se
construyen secuencias de relaciones de conmutacién con alternancia de los estados de polarizacion de la
luz. Las secuencias de relaciones de conmutacion, con la propiedad de alternancia dada por la permutacién
de los estados de polarizacién de la luz, se presentan como combinaciones lineales que generan de forma
simple las matrices de espin de Pauli. Los estados de polarizacion de los vectores de Jones utilizados para
construir las secuencias de las relaciones de conmutacion de las formas diadicas pertenecen a formas de tipo
circular, a laizquierday a la derecha, o lineal. La transicion de un espacio vectorial complejo, en la que actlan
los vectores de Jones, a un espacio vectorial lineal complejo de dos dimensiones, en el que la base de este Ul-
timo espacio lo conforman la matriz unidad y las matrices de espin de Pauli, es factible a través de relaciones
de conmutacién empleando vectores de Jones en estados de polarizacion lineal y circular.
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Generation of Pauli Spin Matrices from Jones Vectors

Abstract: using the states of polarization of light represented by Jones vectors that belong to a
complex linear vector space of one-dimension, algebraic structures are elaborated that are known as
dyads or second-order tensors that in this case make up a complex vector space of two dimensions.
With these second-order tensors, which can be expressed in a matrix form, sequences of switching
relations are constructed with alternating states of light polarization. The sequences of commutation
relations, with the property of alternation given by the permutation of the polarization states of light,
are presented as linear combinations that generate Pauli spin matrices in a simple way. The polariza-
tion states of the Jones vectors used to construct the sequences of the commutation relations of the
dyadic forms belong to forms of the circular, left and right, or linear type. The transition from a com-
plex vector space, in which the Jones vectors act, to a complex linear vector space of two dimensions,
inwhich the base of this last space is made up of the unit matrix and the Pauli spin matrices, is feasible
through commutation relations using Jones vectors in states of linear and circular polarization.

Keywords: polarization; dyads; spin; tensioners; switches

Geragdo das matrizes de spin de Pauli a partir dos vetores de Jones

Resumo: a partir do uso dos estados de polarizacdo da luz representados por vetores de Jones que
pertencem a um espaco vetorial linear complexo de uma dimensao, sao elaboradas estruturas algé-
bricas que sdo conhecidas como “diades” ou “tensores de segunda ordem” que, nesse caso, confor-
mam um espaco vetorial complexo de duas dimensodes. Com esses tensores de segunda ordem, que
podem ser expressos de forma matricial, sdo construidas sequéncias de relagdes de comutagdo com
alternancia dos estados de polarizacdo da luz. As sequéncias de relagdes de comutagdo, com a pro-
priedade de alternancia dada pela permutacdo dos estados de polarizagdo da luz, sdo apresentadas
como combinacdes lineares que geram de forma simples as matrizes de spin de Pauli. Os estados de
polarizacdo dos vetores de Jones utilizados para construir as sequéncias das relacdes de comutacdo
das formas diades pertencem a formas de tipo circular, a esquerda e a direita ou linear. A transigao
de um espaco vetorial complexo, no qual os vetores de Jone agem, a um espaco vetorial linear com-
plexo de duas dimensdes, no qual a base deste Ultimo espaco é conformada pela matriz unidade e as
matrizes de spin de Pauli, é factivel por meio de relacdes de comutacdo e da utilizagdo de vetores de
Jones em estados de polarizacdo linear e circular.

Palavras-chave: polarizacdo; diade; spin; tensores; comutadores
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Introduccion

La luz cuando se propaga por el espacio libre se
comporta como una onda electromagnética (EM)
[1]. La orientaciéon geométrica de las oscilacio-
nes de esta onda es transversal, es decir la direc-
cién de la oscilacion de los campos eléctrico (E)
y magnético (B) es perpendicular a la direccion
del movimiento (propagacion) de la onda, lo que
permite aplicar la propiedad de la polarizacion
[2], cuya interpretaciéon es proporcionada por
la Optica fisica mds cominmente denominada
optica ondulatoria [3].

La polarizacion es una propiedad fundamental
de la radiacion electromagnética. Ella proporciona
informacién importante del campo magnético y
eléctrico, ademas permite describir las caracteristi-
cas internas como el estudio de objetos astrondmi-
cos. La polarizacion ha sido usada para mapear el
campo magnético solar y estelar [4], caracterizar la
composicion superficial de cuerpos del sistema so-
lar [5], contribuir al descubrimiento de la radiacién
sincrotrén en objetos astrondmicos [6] y ayudar al
descubrimiento y caracterizacién de campos mag-
néticos galacticos de larga escala [7]. Lo que hace
importante estudiar en detalle el fendmeno de po-
larizacion de la luz, y basicamente su formulacion
matematica.

En la descripcién de la polarizacion delaluz [8],
en el contexto de la optica ondulatoria, se introdu-
cen el calculo de Jones y los vectores de Jones como
herramientas matematicas utiles [8]. Los vectores
de Jones se incluyen con el fin de representar los
diferentes estados de polarizacion de la luz [9].

Cuando se estudia la polarizaciéon de la luz,
considerada como una onda electromagnética, no
se supone que esté compuesta por particulas lla-
madas fotones, debido a que esta ultima imagen
corresponde a la naturaleza corpuscular [10] de la
radiacién electromagnética y estas dos perspecti-
vas son excluyentes [11].

La naturaleza corpuscular de la luz es adoptada
por la teoria cuantica [12], en donde la luz se asume
estar conformada por paquetes de energia llama-
dos fotones. Las interacciones entre los fotones y la
materia son adecuadamente descritas en la teoria
cuantica para energias que estén en la region del

ultravioleta del espectro electromagnético y ener-
gias aun mayores. La teoria cudntica proporciona
interpretaciones adecuadas del efecto fotoeléctrico,
la produccién de rayos x, el efecto Compton y la
produccién y aniquilacion de pares particula-an-
tiparticula [13].

En la electrodindmica cuéntica, teoria que fu-
siona la electrodinamica clasica con la teoria cuan-
tica, los fotones son particulas de espin entero que
obedecen la estadistica de Bose-Einstein [14], mien-
tras las particulas con espin semientero, como, por
ejemplo, los electrones, obedecen la estadistica de
Fermi-Dirac [15].

La ecuacién de Dirac de la mecanica cuantica
relativista que describe el comportamiento cuanti-
co de los electrones [16] incorpora las matrices de
espin de Pauli [17], cuyas propiedades se esbozan
mas adelante. Aparentemente no existe relacion
entre los vectores de Jones y las matrices de espin
de Pauli. En consecuencia: a) desde el punto de
vista matematico los vectores son tensores de or-
den uno [18] y las matrices de espin de Pauli son
tensores de segundo orden [19], pero comparten la
propiedad comun de que ellos residen en espacios
complejos [20]; b) desde el punto de vista fisico, el
de la teoria cuantica de campos [21], los vectores de
Jones provienen de los fotones (bosones) [22] y las
matrices de Pauli de particulas de espin semientero
(fermiones) [23].

En este articulo se usa el concepto de diada [24],
una particularidad de los tensores, con el prop6si-
to de transformar los vectores de Jones del espacio
vectorial complejo a un espacio tensorial complejo,
y mostrar una conexion matematica con las matri-
ces de espin de Pauli.

El articulo esta distribuido de la siguiente ma-
nera. En la primera seccion se revisa la polarizacion
de la luz y su representacion por vectores de Jones,
en la segunda se presenta una ilustracion de las
matrices de espin de Pauli. En la tercera se define lo
que es una diada y se introducen las formas néni-
cas[25] y cuarticas de una diada [26], en la cuarta se
emplean los vectores de Jones para obtener formas
cuarticas de diadas y se determinan sus propieda-
des. La cuarta seccion es parte central de la con-
tribucion en la que se deriva una conexion entre
las formas cuarticas de las diadas y las matrices de
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espin de Pauli. Por ultimo, se presentan las conclu-
siones y una discusion de los resultados.

Polarizacion de la luzy
vectores de Jones

Los vectores de Jones son representaciones de los
estados de polarizacion de la luz y pueden ser usa-
dos para describir luz completamente polarizada
[27].

En 1941, R.C Jones introdujo un algebra matri-
cial dos-dimensional para describir la polarizaciéon
de la luz y su influencia en los dispositivos dpticos
que tienen que ver con la polarizacién [28]. El &l-
gebra es aplicada a la luz que tiene una polariza-
cion definida, tal como las ondas planas, pero no es
aplicable en luz no-polarizada o parcialmente po-
larizada [29]. Para la luz parcialmente polarizada,
un algebra de cuatro dimensiones conocida como
célculo de Jones es aplicable [30].

Las soluciones a las ecuaciones de Maxwell en
forma de ondas planas, en el caso del campo eléc-
trico, por ejemplo, estan dadas por [31]:

E — Eoei@.f—wt) (1)

En donde & es el vector de onda que determina la
direccién de propagacion y w es la frecuencia an-
gular. Si se orienta el sistema de coordenadas to-
mando el eje z como la direccion de k la ecuacién
(1) se puede escribir en la forma [32]:

E(z,t) = (Ex& + E,§)eilz—w0) ©)

Solo la parte real de la ecuacién (2) tiene im-
portancia fisica. La relaciéon entre las amplitudes
complejas E,, E describen la polarizacion de la luz,
de tal forma que se tienen diversos estados de pola-
rizacion que pueden ser descritos por un vector de
Jones cuya estructura se define mediante [33]:

] = A% + Be'%y 3)

d es la diferencia de fase entre las componentes del

campo eléctrico E,, E, y A, B, estdn definidas como,
E

A= =

)
|E. |2 + |E,|*
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B= By

5
,lEx|2+ |Ey|2 ®)

Una expresion equivalente para un vector de
Jones es la de vector columna [34], util para sus
manipulaciones en el dlgebra matricial, asi:

? A
J = [y ©)

J contiene la informacién sobre el estado de
polarizacién de la luz y es una especie de vector
unitario:

J.J =1 (7)

J* es el complejo conjugado de , de tal forma
que la ecuacion (7) es una condicion de normaliza-
cion [35] del vector de Jones.

Los estados de polarizacion de los vectores
de Jones —adecuadamente normalizados— mas
usuales estan representados por las siguientes ex-
presiones [36]:

1= (y) ®)
1= (y) ©)
J2 = ((1)) (10)
Ja= % (1) (1)
J5 = (sena) 12

La ecuacion (8) representa luz con polarizacion
lineal a lo largo del eje x, la ecuaciéon (9) luz con
polarizacion lineal a lo largo del eje y, la ecuacion
(10) luz con polarizacién circular a la derecha, la
ecuacion (11) luz con polarizacion circular a la iz-
quierda y la ecuacién (12) polarizacion lineal en
angulo con respecto al eje x.

m B. A. Hurtado m H. Gonzalez Sierra m J. A. Mendoza Sudrez
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Las matrices de espin de Pauli

La teoria del espin [37] es similar a la teoria del mo-
mento angular [38]. El espin estd representado por
un operador vectorial S cuyas componentes S,, S,

S,, obedecen las mismas relaciones de conmutacion
del momento angular [39].

5., S, ] = inS, (122)
[S,,$,] = ihS, (12b)
[S.,5,] = inS, (120)

Adicionalmente, S? y $, conmutan; por tanto,
tienen los mismos vectores propios [40]:

S2|s,mg >= s(s + 1)h?%|s, mg >
S,|s, mg >= mghl|s, m

Donde m,= -s, -s + 1, ... ...s. Similarmente
tenemos:

§J_r|s,ms >=./s(s +1) —mg(ms + Dhls,mg + 1>

Donde S, = S+ i§y. Cuando s = 1/2 es conve-
niente introducir las matrices de espin de Pauli o,,
0,, 0,, las cuales estén relacionadas con el vector de
espin por medio de [41]:

S= 25 (13)

Usando esta relacion la representacion de las

matrices de espin de Pauli es [42]:
0 1\ (0 —i
U"_(1 0) ay_(i 0)

9z = ((1) _01)

Estas matrices de Pauli satisfacen [43]:

(14)

ajz =lj=xy2z
gjox + o0, =0j #k
Las matrices de espin de Pauli también verifi-
can la relacion de conmutacion:
[0, k] = 2iejiao; (15)
En donde €, es el simbolo de permutaciones
[44].

Representaciones nénicasy
cuarticas de una diada

En el espacio tridimensional es comun utilizar dos
productos entre vectores, el escalar, A.B, y el vec-
torial AxB [45]. Como su definicién lo indica, el
primero es un escalar, mientras que el segundo es
un vector (mads precisamente un seudovector) [46].
Se puede definir también un tercer produc-
to entre vectores [47], pero este es tensorial. Esta
operacion consiste en colocar los vectores en cierto
orden, por ejemplo o, mediados por un producto
algebraico [48]. Este tensor se denomina diada y su
representacion matricial es [49]:
AyB, AyB, AB,
AB=|4A,B, A,B, A,B,
A,B, A,B, A;B,
(16)
Ay
AB=|4,
A,

(Bx By BZ )

La ecuacidn (16) se denomina la representacion
noénica de una diada debido a que tiene nueve ele-
mentos matriciales. Para el caso de espacio bidi-
mensional la representacién matricial es:

oo A.B, A.B
AB= (AxBx AxBy>
yPx  HyPy
(17)
L~ (A,
AB:(A )(Bx B,)
y
En este caso la ecuacion (17) es la representa-

cién cudrtica de una diada con cuatro elementos
matriciales.

De los vectores de Jones a
las matrices de spin de Pauli

Dados los vectores de Jones [50]:

. 1 R .
= T AR E) a9

1 .
= ———(CR + De'fy
)= fmm 9) (19)

Generacion de las matrices de espin de Pauli a partir de los vectores de Jones

81



Con estos vectores de Jones se construyen las
siguientes diadas:

D;; =i’ j

p— 1 A’\

"R (20)
. 1 .
iasy ) iB s

+ Be y)m(Cx+De y)

Dy =]
1 (C“

——(C%

VC? + D? (21)

1 .
(A% + Be™5)

Expresando las ecuaciones (20) y (21) en forma
matricial se obtiene [51]:

+ De'fy)

_ AC ADe'f

Dy=E (BCei“ BDei<“+B>) (22)
_ AC CBe'@

Di=F (DAeiﬂ BDei<“+ﬁ>) @3)
En donde E estd definida como:

Fo—t ! (24)

VA2 + B2+/C? + D2

Ahora se construye el conmutador [52]:

[Dij, Dji] = Dij Dy — DyiDy

= E2 (dn d12) (25)

le d22

Los elementos matriciales del conmutador (25)
son:

dll — AZDZeZiB _ BZcZeZia

dy; = —A%CDe'f + AB(C? + D?e?F)e!® — CDB2e?a+h)

dyy = —A2CDe' + AB(C? + D2e2#)ei® — CDB2e2+F)

d22 — BZcZeZia _AZDZeZiﬁ
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La matriz correspondiente al conmutador [D
D;] es simétrica y de traza nula [53]:

dij = d]l Tr [Dl D]l] = 0

ij>

j»

Considerando una doble secuencia con vectores
de Jones especificados por estados de polarizacion
ala derechay polarizacion lineal con angulo de n/4
con respecto al eje +x, seguida por estados de po-
larizacion lineal con dangulo n/4 y una polarizacion
circular a la izquierda, en el primer caso el conmu-
tador de la primera secuencia es:

d d
D,.D,| = ( 11 12)
3) [ ! ]]a dyr  dy a
. (26)
=0+i(o, + az)coszz(ax + 0,)

Los elementos matriciales d;; se han evaluado a
partir de las ecuaciones (25). El conmutador de la
ecuacion (26) contiene las matrices de espin de
Paulio, y o,

En el segundo caso el conmutador correspon-
diente a la siguiente secuencia es:

d d
b D, D] = < 11 12)
) [ ! ]]b dyy dya/,
. @)
=(1+i)(o, —0,)cos? 7 @

Igualmente, los elementos matriciales de eva-
Itan mediante la ecuacion (25).

Las ecuaciones (26) y (27) se resuelven simulta-
neamente para obtener:

Oy = e[Dij,Dji]a + f[Dij; Dji]b

(28)
=@ o
o, = g|Dij. Dji| | + h|Dyj, Dy,
(29)
- (é —01)

Se han generado las matrices de espin de Pauli
0,y 0,a partir de vectores de Jones, con estados de
polarizacion circular y lineal en angulo de n/4 con
respecto al eje +x.

Las matrices de espin de Pauli forman una combi-
nacion lineal de los conmutadores correspondien-
tes a estados de polarizacion circular y lineal en

m B. A. Hurtado m H. Gonzalez Sierra m J. A. Mendoza Sudrez
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dngulo de 0,. Los coeficientes de las transformacio-
nes lineales estan dados por:

1 1
e = = —
21+ i)cosz% a1+ i)cosz%
1 1
- i

9= -
2(1+ i)cosz% 2(1 + i)cos?

4

Para determinar o, se usa la relacion de con-
mutacion [o,, 0], en la cual el subindice denota la
secuencia que producen las transformaciones li-
neales dadas por las ecuaciones (28) y (29).

(0 —i
ool =2i(7 ) (30)
De donde se obtiene o,
1 0 —i
Uy ZZ[O—ZIO_X ]s = (l Ol) (31)

El procedimiento elaborado en la doble secuen-
cia con vectores de Jones muestra que si (D, Dil,y
[D’]’
en el espacio 2-dimensional complejo, generado
por vectores de Jones. Asi, entonces, el conmuta-

D;], corresponden a transformaciones lineales

dor de esas transformaciones también pertenece al
mismo espacio. De esta manera, los conmutadores
(D
vectorial dos dimensional complejo que son las
matrices de espin de Pauli 0,, 0,, 0, junto con la ma-
triz unidad.

D;), y [Dy D;], generan la base del espacio

Conclusiones y discusion

Se han obtenido las matrices de espin de Pauli con
secuencias de formas diddicas, construidas con vec-
tores de Jones, las cuales combinan estados de po-
larizacion circular y lineal con angulo m/4 respecto
al eje x. Es posible generar las matrices de espin de
Pauli usando otras secuencias que correspondan a
vectores de Jones.

Los vectores de Jones son herramientas utiles
para describir los estados de polarizacion de la luz,
mientras las matrices de espin de Pauli estdn rela-
cionadas con los estados de espin de los fermiones.
La conexioén es muy curiosa debido a que se estan
asociando entes abstractos relacionados a ondas
electromagnéticas, como lo son los vectores de
Jones, con otras entidades como lo son las matri-
ces de espin de Pauli que se asocian a particulas

elementales. La conexioén encontrada no es tan tri-
vial y, posiblemente, se enmarque en alguna forma
de simetria que es necesario explorar.

El uso de relaciones de conmutacién entre las
formas tensoriales del espacio 2-dimensional com-
plejo, generado por los vectores de Jones, es deter-
minante para conformar la base del espacio en el
que actuan las matrices de espin de Pauli. Es plau-
sible también obtener conexiones mas generales
usando vectores de Jones mas generales y exten-
diendo las formas tensoriales a espacios vectoriales
con mas dimensiones [54].
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