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Magnetostatic Analogy of the Jackiw-Rebbi Zero Energy
State

Abstract: a theoretical analogy is established between Poisson’s equation and Dirac’s equation;
specifically, when studying the behavior of the magnetostatic field, due to the susceptibility in non-
homogeneous, non-isotropic, one-dimensional media with high magnetic permeability. As a result, a
connection with the Jackiw-Rebbi model for the zero energy state was found.

Keywords: analogy; quantum mechanics; Jackiw-Rebbi model; magnetostatic theory; transformation

Analogia magnetostdtica do estado de energia zero de Jackiw-Rebbi

Resumo: ¢é estabelecida uma analogia teérica entre a equacdo de Poisson e a equacao Dirac; espe-
cificamente, ao estudar o comportamento do campo magnetostatico, devido a suscetibilidade em
meios ndo homogéneos, ndo isotropicos, unidimensionais, com alta permeabilidade magnética.
Como resultado, foi obtida uma relagdo com o modelo de Jackiw-Rebbi para o estado de energia zero.

Palavras-chave: analogia; mecanica quantica; modelo Jackiw-Rebbi; teoria magnetostatica; trans-
formacdo
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Introduccion

El nimero de investigadores que indagan la mane-
ra de lograr nuevas formas de transicion entre la
mecanica cldsica y la cudntica ha ido en aumento.
Principalmente, se encuentran analogias matema-
ticas en los trabajos de Gonzalez [1]; Rubiano et al.
[2]; Rokaj et al. [3] y Gonzalez et al. [4], entre la
teoria electrostatica y la mecanica cuantica, ya que
se desarrollan en casos particulares, bajo ciertas
condiciones dentro del marco clasico, adquiriendo
una similitud o relacién con diferentes fenémenos
cuanticos. En especifico, proporcionan una forma
de explorar a nivel macroscopico muchos fendme-
nos cuanticos, inaccesibles actualmente en siste-
mas cuanticos macroscopicos.

Ahora bien, es necesario aclarar que, hasta el
momento, este tipo de analogias se mantiene en un
marco ideal, debido a que no se han desarrollado
pruebas experimentales con argumentos suficien-
tes para sustentar estas ideas. Cuando se alude a
una analogia matematica, se afirma que los feno-
menos poseen una estructura algebraica analoga
de manera natural. Sin embargo, en ciertos aspec-
tos, las respuestas encontradas difieren de los mar-
cos de referencia confrontados (clasico y cuantico),
debido a que su naturaleza fisica con frecuencia es
“caracteristica” de la teoria empleada.

Ejemplo de ello es la fisica que envuelve al es-
pin de las particulas. Hasta el momento, se sabe
que no tiene analogo clasico, posiblemente porque
su interpretacion es inicamente cudntica. En este
punto el uso de transformaciones que conduzcan a
una relacion entre ambas teorias es una propuesta
muy atractiva, siempre que las transformaciones se
realicen dentro de un marco especifico, establecido
por las condiciones de Rokaj et al. [3] y Gonzalez
et al. [4], que deben satisfacerse en las ecuaciones
vectoriales de Poisson y Dirac, por ejemplo, las
condiciones de contorno.

El aumento en el numero de estudios que abor-
dan el problema de simulacién de la mecénica
cuantica relativista se vale de diferentes platafor-
mas fisicas, tales como estructuras opticas [5], me-
tamateriales [6] y trampas ionicas [7]. En el estudio
de las analogias cudnticas-clasicas investigadas,
parece que las mas fructifera estan dadas por la

analogia entre la dptica y los fendmenos cuanticos,
debido a la dualidad entre la materia y la 6ptica.
Las analogias opticas cuanticas se basan en la si-
militud formal entre la ecuacién de onda paraxial
en medios dieléctricos y la ecuacion de Schrodin-
ger para una Unica particula [8].

Entre la amplia variedad de analogias dpticas
cuanticas, podemos mencionar las oscilaciones
de Bloch, la tunelizacion Zener, la dindmica de
localizacion, la localizacion de Anderson, el efec-
to cudntico de Zeno, la caida de Rabi y la captura
coherente de la poblacion. En consecuencia, este
progreso ha llevado a investigar como los sistemas
relativistas pueden ser imitados por ondas dpticas
y ondas de referencia a potencial.

La ecuacion de Dirac, una de las ecuaciones
fundamentales en la fisica tedrica, explica com-
pletamente la mecanica cudntica para particulas
elementales de espin % [9], en el contexto de la
Teoria Especial de la Relatividad; ademds desem-
pefia un papel clave en la explicacién de muchos
fendmenos fisicos exdticos, como las propiedades
del grafeno [10], aislantes topologicos [11] y su-
perconductores [12].

Paul Dirac formuld esta ecuacién con los ob-
jetivos de (1) describir el comportamiento de las
particulas fermidénicas como el electrén; (2) anali-
zar los valores negativos de la energia y (3) excluir
losvalores negativos dela probabilidad, dado quelos
valores negativos generados en la ecuaciéon de
Klein-Gordon [13] eran una falla notable en la teo-
ria. Sin embargo, para sorpresa de la comunidad
cientifica, Dirac terminé por resolver el problema
de la probabilidad, pero en cuanto a la energia ne-
gativa, indic6 la posible existencia de una nueva
particula asociada a ella [14], identificada en prin-
cipio como positrén [15].

Posteriormente, ese descubrimiento recibid el
nombre de antiparticula del electrén; mientras la
electrodinamica cudntica (QED, por sus siglas en
inglés) de Feynman terminé por describir su in-
terpretacion [16]. Mas recientemente, los sistemas
opticos gobernados por la ecuacién de Dirac han
sido investigados experimentalmente como la tu-
nelacién de Klein [17], Zitterbewegung [18] y el
modelo Jackiw-Rebbi [19].
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Finalmente, debe aclararse que el propésito de
esta contribucion es argumentar cémo la magne-
tostatica puede proporcionar una herramienta de
laboratorio donde se exploran los fenémenos fisi-
cos descritos por la ecuacion de Dirac. En particu-
lar, se ensefia de qué modo la ecuacion de Poisson
(en medios unidimensionales no-homogéneos
magnéticos) esta relacionada con el estado propio
de energia cero de la ecuacién (unidimensional es-
tacionaria) de Dirac, con un potencial escalar de
Lorentz.

Al adoptar la permeabilidad magnética, se pro-
pone un experimento magnetostatico que simula
un modelo relativista, importante en términos
histéricos, conocido como modelo de Jackiw-Rebbi
[19]. Desde su derivacién, modelos posteriores a
este son: el modelo de Ramajara-Bell [20], el mo-
delo masivo de Jackiw-Rebbi [21], el modelo aco-
plado fermién-kink [22] y el modelo Jackiw-Rebbi
en distintos fondos kinklik [23].

El articulo esta distribuido de la siguiente
manera: primero presentamos una revision del
modelo de Jackiw-Rebbi y la ecuacién unidimen-
sional de Dirac. En segundo lugar, se introduce
una transformacion para el potencial magnético,
en el caso de un medio magnetizable, lineal, no ho-
mogéneo, no isotrdpico, en la ecuacion unidimen-
sional de Poisson, lo que conduce a una ecuacién
tipo Dirac estacionaria. En tercer lugar, se obtiene
una solucidn a la ecuacion tipo Dirac encontrada,
para problemas especificos. Por ultimo, las seccio-
nes finales contienen el andlisis y las conclusiones
de los resultados.

Modelo Jackiw-Rebbi

El modelo Jackiw-Rebbi (energia de punto cero)
[19], que describe un campo de Dirac (unidimen-
sional) acoplado a un campo de solitén de fon-
do estatico, es una de las primeras descripciones
tedricas de un aislante topoldgico, cuyo modo de
energia cero puede entenderse como el estado de
borde o limite en determinada region, sin consi-
derar su frontera. En particular, este modelo ha
sido estudiado por Su, Shrieffer y Heeger en el li-
mite continuo de poliacetileno [24]. La ecuacién
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estacionaria unidimensional de Dirac, en presencia
de un campo externo ¢(x) con unidadesh=c=1,
esta dada por la siguiente expresion:

Ap¥(x) = [0,P + 0,0 ()] ¥P(x) = E¥(x) (1)
Donde:
= 9) =@ o) vo=(3) @

Empleando las matrices de Pauli [25] o, y o,
para obtener un espinor real de dos componentes
W(x). Este hamiltoniano de Dirac (1) posee, ade-
mds, una simetria quiral definida por el operador
0, (matriz de Pauli), que anticonmuta con el hamil-
toniado de Dirac {#,,0,} = 0.

La simetria quiral implica que los estados pro-
pios vienen en pares con energia positiva y negativa
+€, respectivamente. Sin embargo, es posible que
un estado propio sea su propio socio para € = 0;
es decir, que este adquiera valores positivos (esta-
dos dispersos) y negativos (estados ligados), para
ser su propio par (invariante topoldgico). Si este es
el caso, entonces el estado estad protegido topoldgi-
camente. El estado propio de energia cero que se
propaga en el limite del material (“placa conduc-
tora”) estd protegido por la topologia del campo de
potencial escalar, determinado asi por la simetria
del sistema planteado [26]-[28].

o(x)
1.0+
0.5
0
-0.5-
-1 .0 ) T 1 T T
-10 -5 0 5 10

Figura 1. Potencial escalar externo ¢(x) que cambia el
signo.

Fuente: elaboracién propia.

La figura 1 muestra el potencial escalar externo
¢(x) que cambia el signo en la interfaz x = 0, cuya
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existencia esta garantizada por el teorema de indi-
ce, que se localiza alrededor del solitén (onda no
lineal que se propaga sin deformarse) [19]. El mo-
delo Jackiw-Rebbi usa ¢(x) = m x tanh(Ax) para el
campo de potencial escalar, con m >0y A > 0. Por
simplicidad, se considera un campo de potencial
escalar uniforme de la forma:

p(x) = mﬁ ©)

Formando una pared de dominio x = 0 en
donde ¢(x = 0) = 0 . El campo escalar dado por
la ecuacién 3 es una simplificacién del mode-
lo Jackiw-Rebbi, propuesto por primera vez por
Rajaraman-Bell [20]. La forma precisa del poten-
cial escalar externo no es importante, siempre que
se aproxime asintdticamente con un signo opuesto
en x > oo,

La funcidén propia puede cambiar en funcién de
una forma particular de potencial escalar externo,
pero la existencia del estado de energia cero esta
determinada, inicamente, por el hecho de que la
masa es positiva en un sector y negativa en el otro,
esto quiere decir que la masa del fermién hace que
el potencial sea asimétrico, de manera que sus va-
lores asintdticos en dos infinitos espaciales sean
diferentes [29]. Por tanto, la solucién para el poten-
cial escalar externo es muy amplia.

La solucion dela ecuacion de Dirac (ecuacion 1),
con una energia exactamente cero para el cam-
po escalar (ecuacion 3), se obtiene resolviendo la
ecuacion 4.

(0% H) (D) =0 "

A partir de lo cual se encuentra que
PYi(x) = Cypexp {m|X]}1,2 i=12 (5)

Donde C,, es la constante de normalizacion.

Si se normaliza la funcién (ecuacion 5), es evi-
dente que C, debe tender a cero para evitar proble-
mas de divergencia. La figura 2 muestra la funcién
de onda para el estado de energia cero del modelo
Jackiw-Rebbi.

dx)
1.04

0.8-
0.6-
0.4-

0.2-

0.0

Figura 2. Modo de energia cero Jackiw-Rebbi, para el
campo escalar externo representado en la figura 1. El
estado se localiza alrededor de x = 0.

Fuente: elaboracién propia.

Analogia magnetostatica
del modelo de Jackiw-Rebbi

Como una extension al estudio de las analogias
encontradas por Gonzaélez [1]; Rubiano et al. [2] y
Rokaj et al. [3], se establece una relacioén entre (1)
la ecuacion unidimensional de Poisson, en medios
magnetizables no homogéneos, no isotrépicos; y
(2) la ecuacion (unidimensional) de Dirac, para la
energia de punto cero.

Esta relacion también puede obtenerse para el
caso electrostatico [4]. Sin embargo, es evidente
observar que, en Gonzalez et al. [4], el resultado
presenta una desviacion que no favorece los resul-
tados tedricos, debido a que las constantes de per-
mitividad eléctrica de los materiales varian, debido
a la no homogeneidad entre los medios. Variar la
permitividad eléctrica no es una opcién viable, ya
que esto presenta un efecto minimo sobre el cam-
po electrostético y, por tanto, sobre la solucion [2].
De modo que, en este articulo se aborda el caso
magnetostatico, para evitar la desviacidon presente
cuando se analiza este tipo de medios. En particu-
lar, se consideran medios con alta permeabilidad
magnética, ya que tienen gran susceptibilidad al
campo magnetostatico.

Tomando en cuenta que, ahora, la permeabili-
dad magnética es una funcién que depende de la

Analogia magnetostatica del estado de energia cero de Jackiw-Rebbi
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posicion, en el caso unidimensional, la ecuaciéon de
Poisson debe expresarse de la forma:

d (1 da,
E(ma) =—J,(x) (6)
424, 1'(x)dA,
R e SR (7)

Ahora, aplicamos en la ecuacién 7 la trans-
formacion de la ecuacion 8, la cual establece una
distribucion de campos magnetostéticos (figura 3)
distintos a los propuestos por Rokaj et al. [3], de la
siguiente manera:

A,(x) = A, ln( l(x)) (8)

Donde A, (potencial magnetostatico constante)
y V son constantes que aseguran la dimensionali-
dad; mientras y, (x) es una funcién arbitraria.
Ahora bien:

da, ()

ax =M

@A, W (wux))Z ©)
iR e B v es)

Ademads, se asume un campo magnetostético
que se comporta de la siguiente forma (figura 3):

dd, __, %)
dx = 0,00

By (X) ~ =
‘!’1(96)) (10)

2_p.p=ga2
B*=B:B =4, (11’1(’5)

Entre las placas existe un material lineal, no ho-
mogéneo, no isotropico, magnetizable:

=4
n
'
=
o)

~

pz “2

~

y
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Y1r1(x) _ B? u’(X)
O 40w By =

()], (x) (11)

Relacionando la ecuacién 10 con la 7, e introdu-
ciendo el término resultante en la ecuacién 11, se
obtiene lo siguiente:

¥, "(x) B? _,_“’(X)B a0 <u (%) 1 dB, ) (12)

Y () Ay ul) 200 Y T u(o) dx

W) dB, B _

oo T dx Ay (13)
d*y,(x) 1dB, B?

ke OB O (14)

Una breve salvedad es que la ecuacién 14 no
depende de la permeabilidad magnética. Suman-
do y restando ByM en esta se tiene la siguiente

Ao
expresion:

da? 1 4B () [€3)
a4 L2y (1) — L () + B, U2 -, YD g (15)

En el limite, donde € representa la energia de
punto cero:

lim (Wi 0 + B, ) - 00 - B, B2+ €2y, 0} = 0 (16)

Donde € es una constante auxiliar que
debe determinarse. Si se realiza la sustitucion
wi(x)+3y¢;—?=€wz(x) en la ecuacién 16 se
encuentra:

2 ’
ey -2y -8, 5D ez = 0 17)
Ay Ay
B.
YA0) + ) = €10 (18)
7
R=kf  R=tk? F=k?

IJ1 u1

)

Figura 3. Configuracién magnetostatica con una corriente superficial K = Fkz[30], [31].

Fuente: elaboracién propia.
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La 17 y la 18 son dos ecuaciones diferenciales
acopladas que pueden reescribirse de forma se-
mejante (matematicamente) a la ecuacion estacio-
naria unidimensional de Dirac (ecuacién 1), con
unidades h = ¢ = 1, tal que

y (%)

AW = [O'yp + ax( )] Y(x) = €¥(x) (19)

De este modo, se propone una solucién a la
ecuacion 19, la cual se encuentra relacionada con
la solucion en la ecuacién 5, debido a la existen-
cia de un campo magnetostatico B,(x) que produ-
ce un comportamiento homologo al establecido
por la funcién de Jackiw-Rebbi, en dicha solucién
(ver la primera seccion). Es decir, se muestra que el
estado de energia cero Jackiw-Rebbi puede gene-
rarse en la interfaz de dos materiales magnéticos
separados por una placa infinita, con una densi-
dad de corriente superficial. Andlogo a este caso,
encontramos que el uso de placas infinitas carga-
das para emular sistemas fisicos se ha utilizado
ampliamente para una variedad de aplicaciones,
como un simple capacitor de placas paralelas [32]
o en el estudio unidimensional del gas de Coulomb
[33].

Es posible simplificar la ecuacién 19 en dos
ecuaciones de tipo Schrodinger desacopladas
HWY; =0,parai=1,2.

Api = (25 + Vi) i) = (20)
Donde:
03200 = [~ (22) + € £ 192 1)

Se observa que A,, son hamiltonianos super-
simétricos que pueden ser factorizados como
Ay =Athi-€ y H,=AAt-€, donde 4=(o,+ By(x))
y 4t =(-o, +By(x)) son andlogos a los operadores
escalera.

De igual forma se construye el valor propio
del modo de energia cero estableciendo € = 0 en la
ecuacion 19; y resolviendo las ecuaciones diferen-
ciales de primer orden no acopladas para y, , (x) (es-
pinor constante de dos componentes), se obtiene:

P12(x) = Vyzexp {f (By(:)) dx}

(22)

1,2

Asumiendo una configuracién magnetostd-
tica descrita en la figura 3, se obtiene el siguiente
resultado:

(23)

K1k

—@}7, para x <0
By(x) =
—y, para x>0

El campo magnetostatico dado por la ecuacién
23 es sencillo de obtener y puede encontrarse en
Sadiku [30], teniendo como base la configuraciéon
de la figura 3. Este campo tiene, curiosamente, la
misma forma del campo escalar externo dado por
la ecuacion 3, el cual permite la existencia del es-
tado propio de energia cero en el modelo Jackiw-
Rebbi. El potencial vectorial magnetostatico dado
por el campo (ecuacién 23) se determina al resol-
ver la ecuacion 10, de la siguiente forma:

K
B2y, para x <0

=— [ By(x)dx = {_ 51

24
—x, para x>0 ( )

Normalizando la funcién descrita por la ecua-
cién 22, e introduciendo la ecuacion 24 en ella, se
obtiene el siguiente resultado:

2#1 zk

or |v12|f

) —eo} =1

Para que la funcién anterior sea normalizable
se debe cumplir que V,= 0, por lo que resulta que
el valor de V, es el siguiente:

dx =1 (25)

(26)

Vel

»
zﬁg%u;

M2k

(u1+p2)k
|V1|= 1AZ
0

(27)

Reemplazando la constante de normalizacion
la ecuacién 27 en la 22, y agregando el potencial
magnetostatico (ecuacion 24), se obtiene una fun-
cién propia para el modo cero de la ecuacién de Di-
rac (ecuacion 19), dada por la siguiente expresion:

Az
(ua+pz)k edo
Ay 0

Resultados y discusion

A fin de comprobar si la ecuacién 28 modela una

v = (28)

funcién propia en el estado propio de energia
cero del modelo Jackiw-Rebbi; inicialmente, se
simul6 la ecuacién 28, para diferentes valores de
permeabilidad magnética, empezando por va-
lores cercanos a los caracteristicos en materiales

Analogia magnetostatica del estado de energia cero de Jackiw-Rebbi
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superparamagnéticos y, posteriormente, del orden
de los ferromagnéticos. Al simular la ecuacién 28,
se tomaron algunos parametros constantes A= 3,
k=1 (figura4). Enlafigura 5, se tomaron como pa-
rametros contantes A,= 2000 y k = 1, donde el po-
tencial magnetostatico debe ser A,> 3 y A= 2000,
para que los valores adquiridos por la funcién pro-
pia (28) concuerden con la normalizacion.

Y
1.04

0.8-
0.6-
0.4-

0.2+

0.0

-5 0 5 10

Figura 4. La funcién propia (ecuaciéon 28) para un me-
diono homogéneo unidimensional con constantes ;=1
y o= 2[34].

Fuente: elaboracion propia.

x)

0.8-
0.6
0.4-

0.2

0'0 T 1 1 T
0010 -0.005 0 0005 0.010

Figura 5. La funcién propia (28) para un medio no-
homogéneo unidimensional con constantes p,= 983 y
Y,=1043[35].

Fuente: elaboracién propia.

Efectivamente, tanto en la figura 4 como en la
figura 5, se observa que la funcién propia 28 se lo-
caliza alrededor del cero en el eje equis. Del mismo
modo, que la funcién propia del estado propio de
energia cero del modelo de Jackiw-Rebbi (figura 2).
Ahora, indiscutiblemente, la figura 5 presenta ma-
yor semejanza con la figura 2; no obstante, tiene
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intensidades mayores, debido a que el campo mag-
netostatico es “reforzado” por la fuerte magnetiza-
cién del medio empleado entre las placas.

Caso contrario al anterior es la figura 4, don-
de el material empleado no presenta alta magne-
tizacion, debido a esto, se obtuvieron curvas de
comportamiento tan caracteristicas en cada me-
dio empleado. Es notable observar que cuanto
mas se acerquen las constantes de permeabilidad
magnética relativa, es decir , mayor es la semejanza
con el modelo de Jackiw-Rebbi en la figura 2.

Conclusiones

El presente estudio extensivo se desarroll6 median-
te un proceso analitico, de modo que la solucién se
encontrd con precision; simulando finalmente la
solucion propia (ecuacién 28) para complementar
el analisis (figuras 4-5), donde ademas se tomé en
cuenta la constante de permeabilidad magnética
de los medios empleados.

Ello contrasta con la investigacién propuesta
por Gonzalez et al. [4] para una configuracion de
campos electrostaticos en la materia, que no con-
sidera una configuracién de campos magnetostati-
cos (en la materia). Esto establece, en este estudio,
la posibilidad de proponer una versién mas precisa
(matematicamente) para un simil cudntico entre
las ecuaciones 5 y 28, ya que la versién de Gon-
zélez et al. no es totalmente precisa, debido a que
la constante de permitividad eléctrica presenta un
rango limitado, lo que ocasiona una desviacién
que no favorece los resultados tedricos.

En el presente estudio se demostrd que, a valores
elevados de permeabilidad magnética (100 << y,),
la funcién propia 28 permite simular un sistema
cuantico como el modelo Jackiw-Rebbi con gran
precision (figura 5). Sin embargo, cuando se em-
plean valores cercanos a uno (y, < 10) para la
permeabilidad magnética (figura 4), se obtiene el
mismo modelo que se presenta en Gonzalez et al.
[4]. Por otra parte, conviene subrayar que el poten-
cial magnetostatico debe ser en magnitud propor-
cional ala suma de las constantes de permeabilidad
magnética de los medios que se empleen.

Por ultimo, se concluye que el estudio realiza-
do con base en las investigaciones de Gonzalez [1];
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Rubiano et al. [2]; Rokaj et al. [3], para explorar
una relacién entre la ecuacién (unidimensional)
vectorial de Poisson, en medios magnéticos no-
homogéneos, no-isotrdpicos, y la ecuacién (uni-
dimensional) de Dirac para el estado de energia
cero, ha demostrado su efectividad, estableciendo
un rango de permeabilidades magnéticas para las
cuales es posible un simil, con gran precision, en-
tre la teoria magnetostatica y la mecdnica cudntica,
modelando el sistema de Jackiw-Rebbi.
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