
UNIVERSIDAD MILITAR NUEVA GRANADA56

ISSN 1900-4699 • Volumen 10 • Número 1 • Páginas 56-65 • 2014

EL ESPACIO DE RADON Y EL SEGUNDO
TEOREMA DE THALES DE MILETO

RADON’S SPACE AND THE SECOND THALES OF MILETU’S THEOREM

Ricardo J. de Armas Costa1, Lucio Rojas Cortés2,4, Fabio H. Castellanos Moreno3

Fecha de recepción: 19 de abril de 2014 • Fecha de aceptación: 20 de mayo de 2014

RESUMEN 

En el contexto médico, después que un paciente ha sido irradiado con rayos-x, los detectores del 
tomógrafo registran los valores de la densidad correspondientes a un corte seleccionado de su cuerpo. 
La información obtenida en el dominio espacial  (sistema de coordenadas del paciente) es representada 
por medio de unas funciones denominadas proyecciones en el dominio o espacio de Radon (sistema 
de coordenadas de la máquina de imágenes). Posteriormente, la imagen borrosa del espacio de Radon 
es reconstruida en el dominio espacial por medio de algoritmos de inversión de la transformada de Ra-
don. Existe una variedad de algoritmos de reconstrucción de imágenes tomográficas; unos organizan las 
proyecciones en forma cartesiana y otros en forma polar. En este documento se describen los lugares 
geométricos generados por puntos del corte, tanto en el espacio cartesiano de Radon como en el espacio 
polar de Radon. Las trayectorias en el espacio polar de Radon son consecuencia del segundo Teorema 
de Thales de Mileto.  
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ABSTRACT 

In the medical context, after a patient has been irradiated with x-ray tomography detectors record the 
values ​​of the density corresponding to a selected section of your body. The information obtained in the 
spatial domain (patient coordinate system) is represented by means of projections functions called the 
domain or Radon space (coordinate system machine images). Subsequently, the blur of the Radon space 
is reconstructed in the spatial domain by inversion algorithms Radon transform. A variety of algorithms 
for tomographic image reconstruction; organized projections about Cartesian form and others in polar 
form. This document loci generated cut points, both in Cartesian space Radon and Radon polar space 
are described. The trajectories in the polar space of Radon are the result of the second theorem of Thales 
of Miletus.

Keywords: Projections, Radon Transform, Cartesian Coordinates, Polar Coordinates, Sinogram.

INTRODUCCIÓN

Al leer el título de este artículo “El espacio de 
Radon y el segundo Teorema de Thales de Mileto” 
podrían surgir preguntas como: ¿Qué relación se 
puede establecer entre Thales de Mileto y Johann 
Radon? ¿Existe alguna relación entre el segundo 
Teorema de Thales de Mileto y la reconstrucción de 
imágenes tomográficas? entre otras. 

Johann Radon, matemático, nació el 16 de di-
ciembre de 1887 en Bohemia Austria, y murió el 25 
de mayo de 1956 en Viena. En 1917 publicó un artícu-
lo donde demostraba que si se conocía la colección 
completa de las integrales de línea de una función 
en el plano, entonces se podía reconstruir dicha fun-
ción, usando un operador definido por él; que aho-
ra es conocido con el nombre de transformada de 
Radon (Radon, 1917; Cormack, 1963;  Boman, 1990; 
Deans, 1983; Helgason, 1980; Natterer, 1986). Estos 
resultados se convertirían en los fundamentos mate-
máticos para la reconstrucción de imágenes tomo-
gráficas durante la era de la computación y después 
de la aparición del algoritmo de la Transformada 

Rápida de Fourier. Radon, fue además un cantante 
talentoso con una hermosa voz de barítono que en 
algún momento pensó en abandonar su formación 
matemática para convertirse en cantante de ópera; 
tocaba el violín en un trío. 

Thales de Mileto fue uno de los siete sabios de 
Grecia. El agua para él era el principio, sustancia 
y fundamento de todas las cosas. Algunas de sus 
frases célebres son: “Conócete a ti mismo”, “Abs-
tenerse de hacer lo que criticamos en los demás” y 
“La ignorancia es una pesada carga”. Era de ascen-
dencia fenicia, aunque no existen acuerdos sobre 
las fechas exactas de su existencia, lo que parece 
más probable es que habría nacido en el año 624 
a.C. y fallecido en el 547 a.C. Poco se sabe de su 
vida e incluso de su obra. Se le reconoce como el 
primer matemático atribuyéndosele cinco teore-
mas geométricos y la solución de dos problemas 
prácticos. Además de matemático era filósofo y 
astrónomo (Collette, 1985; Farrinton, 1979; Heath, 
1981; Rey y Babini, 1986; Thomas, 1967).
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La mayoría de los algoritmos de reconstrucción 
de imágenes tomográficas implementados actual-
mente organizan las proyecciones en rejillas carte-
sianas. Esto ha permitido que el lugar geométrico 
del espacio cartesiano de Radon del corte selec-
cionado de un paciente haya sido estudiado am-
pliamente (Davison y Grünbaum, 1981; Falconer, 
1983; Gordon, 1975; Herman, 1980). Son pocos 
los trabajos que analizan el lugar geométrico que 
describen los puntos en el espacio polar de Radon 
(Buzug, 2008). Sin embargo, es importante desde 
una perspectiva matemática, realizar este tipo de 
trabajos dado que se pueden descubrir relaciones 
que posiblemente no han sido visualizadas, enri-
queciendo el tratamiento de imágenes tomográfi-
cas. Este estudio permite relacionar el tratamiento 
de imágenes tomográficas con el segundo Teore-
ma de Thales de Mileto que dice que si P es un 
punto de la circunferencia de diámetro P1P2, dis-
tinto de P1 y P2, entonces el triángulo  P1PP2 es un 
triángulo rectángulo. 

PARTE EXPERIMENTAL

Simulaciones

Las simulaciones se realizaron con el software 
MatLab versión R2012b de la empresa MathWorks.

El corte tomográfico

Se simuló con una imagen fantasma de color ne-
gro con resolución 256 x 256 pixeles y con algunos 
puntos P(x, y)	
   de color blanco.

El espacio cartesiano de Radon 

Para visualizar el espacio cartesiano de Radon y 
las trayectorias de los puntos P(x, y)	
   de color blanco 
se manejó la rutina de MatLab radon.

  
El espacio polar de Radon 

Para visualizar el espacio polar de Radon  y las  trayec-
torias de los puntos  P(x, y)	
   de color blanco se ajustó la 
referencia  polar al código de la rutina de MatLab radon.

RECONSTRUCCIÓN DE IMÁGENES TOMOGRÁFICAS

Para comprender el proceso de la reconstrucción 
de imágenes tomográficas se necesita de conceptos 
como: sistemas de coordenadas, trayectoria de los ra-
yos-x, muestreo de trayectorias, proyecciones, la trans-
formada de Radon y algoritmos de inversión entre otros 
(Defrise y Guillberg, 2006; Kalender, 2006; Wang y Van-
nier, 1998; Herman, 2009; Natterer, 1985 y 1986; Gonza-
les y Wood, 2002; Bracewell, 1995; Cormack, 1963; Grin-
berg, 1985; Symeonidis, 1999; Shepp y Kruskal, 1978).	

La mayoría de los algoritmos de reconstrucción de imágenes 
tomográficas implementados actualmente organizan las pro-
yecciones en rejillas cartesianas. Esto ha permitido que el lugar 
geométrico del espacio cartesiano de Radon del corte seleccio-
nado de un paciente haya sido estudiado ampliamente.
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Los sistemas de coordenadas

Se establecen dos sistemas de coordenadas: uno 
fijo para el paciente en reposo 𝑥𝑥𝑥𝑥	
   y otro para el sis-
tema de muestreo rotacional del tomógrafo 𝑠𝑠𝑠𝑠	
  . La 
figura 1 ilustra los dos sistemas de coordenadas ro-
tados con un ángulo 𝜃𝜃	
  .

Figura 1. Sistema de coordenadas xy	
   – st	
  .
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Figura 3. Triángulos rectángulos ∆OPC	
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La trayectoria de los rayos-x

Sea f(x, y)	
   la imagen del corte seleccionado de 
un paciente que será reconstruida. La expresión ma-
temática de la trayectoria que siguen los rayos-x a 
través del corte en un escaneo de haces paralelos se 
modela a continuación. La figura 2 ilustra un rayo-x 
en la dirección de AB	
   y perpendicular al eje s.

En la figura 3 se dibujan los triángulos rectángu-
los ∆OPC	
   y ∆OPD	
  .

De los triángulos ∆OPC	
   y ∆OPD	
   se obtiene:

       OPcos  (θ + β) = x	
      (1)
        OPsen  (θ + β) = y	
     (2)
        OPcos  (β) = s	
            (3)
        OPsen  (β) = t	
           (4)

Se aplica la identidad para la suma de ángulos 
en  (1) y (2).

        OP cos θcosβ − OP sen θsenβ = x	
     (5)
        OP cos θsenβ + OP sen θcosβ = y	
     (6)

Sustituyendo (3) y (4) en (5) y (6) respectivamente, 
se obtienen las expresiones que relacionan los dos 
sistemas de coordenadas y el ángulo θ	
   de rotación.

        (s) cos θ − (t )sen θ = x	
    (7)
        (t )cos θ + (s )sen θ = y	
    (8)

Cuando los sistemas de coordenadas 𝑥𝑥𝑥𝑥	
   y st	
   sa-
tisfacen (7) y (8) se dice que están relacionados por 
una rotación de ejes. Para expresar 𝑠𝑠	
   en términos de 
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x	
  , y	
  , 𝜃𝜃	
    se multiplica (7) por el cosθ	
    y (8) por el senθ	
   . 
Después se suman las expresiones multiplicadas.

        s = x cos θ + y sen θ	
     (9)

De manera similar para expresar "𝑡𝑡”	
   en términos de 

x	
   , y	
   , 𝜃𝜃	
    se multiplica (7) por el senθ	
   y (8) por el cosθ	
  . 
Después se suman las expresiones multiplicadas.

La trayectoria del rayo-x a través del corte es des-
crita por la ecuación (9) como se precia en la figura 4.

p!(s) = f x, y δ xcosθ + ysenθ − s dxdy
!!

!!

!!

!!

	
        (11)

En la figura 5 se presentan dos proyecciones to-
madas para los ángulos p!!!°	
   y p!!!"°	
  .

   

La transformada de Radon bidimensional

La transformada de Radon de una función f(x, y)	
   
definida en el plano es la integral de 𝑓𝑓	
    sobre un 
conjunto de rectas. Para las rectas dadas por la ecua-
ción (9), la transformada de Radon se expresa como:

ℛ[f](θ, s) = f x, y δ xcosθ + ysenθ − s dxdy
!!

!!

!!

!!

	
  (12)

La transformada de Radon aplicada a la tomogra-
fía computarizada convencional corresponde al con-
junto de todas las proyecciones obtenidas del corte.

     ℛ[f](θ, s) = p!(s)	
    (13)

El espacio (θ, s)	
   se denomina espacio de Radon. 
La transformada de Radon mapea el dominio espa-
cial (x, y)	
   hasta el dominio de Radon (θ, s)	
  . 

Figura 4. Ecuación de la trayectoria del rayo-x.

Muestreo de los rayos-x

Para muestrear los rayos-x que atraviesan el corte 
seleccionado del paciente se usa: la distribución del-
ta Dirac, el operador de convolución y (9).

   
f ⋆ δ s = f x, y δ xcosθ + ysenθ − s dxdy

!!

!!

!!

!!

	
  
  
(10)

Proyecciones

Al conjunto de rayos-x que atraviesan el corte en 
una dirección específica 𝜃𝜃	
   lo denominaremos proyec-
ción o perfil de atenuación y lo denotaremos con p!(s)	
  . 

Figura 5. Proyecciones p!!!°	
    y p!!!"°	
  . 
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Algoritmos de inversión

Para reconstruir la imagen f(x, y)	
   del corte a par-
tir del conjunto de sus proyecciones p!(s)	
   se debe 
computar la transformada inversa de Radon. Existen 
diversos algoritmos que son computacionalmente 
eficientes para invertir la transformada de Radon bidi-
mensional. En la literatura de reconstrucción compu-
tarizada de imágenes tomográficas se encuentran una 
variedad de métodos: desde los métodos analíticos 
hasta los iterativos (Markoe, 1986; Smith, 1984; Quinto, 
1980; Macovski, 1983; Ludwig, 1966; Nievergelt, 1986; 
Smith, 1984). De acuerdo con el algoritmo de recons-
trucción implementado, el espacio de Radon se arre-
gla en una rejilla cartesiana o en una rejilla polar. 

EL ESPACIO CARTESIANO DE RADON

La mayoría de las veces las proyecciones p!(s)	
   se 
organizan en una rejilla cartesiana. En la figura 6b) las 
filas nos indican los valores de las integrales de línea 
registrados por los detectores y las columnas hacen 
referencia a los ángulos de cada proyección. Los va-
lores de las proyecciones son de naturaleza discre-
ta y forman el espacio de Radon del objeto siendo 
adquiridos en un rango de 0° hasta 179° porque las 
trayectorias de rayos-x por detrás del paciente exa-
minado no proporcionan información diferente a las 
trayectorias ya medidas.

Lugar geométrico

Las coordenadas polares del punto P(x, y)	
   de co-
lor blanco se indican en la figura 7.

    x = rcosϕ	
      (14)

     y = rsenϕ	
   (15)

Se sustituyen (14) y (15) en (9),

Figura 6. a) Valores medidos de las proyecciones en el espacio del 
objeto 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 	
   b) Arreglo cartesiano de los valores de las proyecciones 
en el espacio de Radon (𝑠𝑠, 𝜃𝜃)	
  . 

Figura 7. Coordenadas polares del punto P(x, y)	
  . 
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s = xcosθ + ysenθ	
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P x, y = P(s, θ)	
  

Figura 10. Coordenadas polares de la partícula

Figura 9. Arreglo en forma polar de las proyecciones.

Figura 11. Trayectorias de los puntos de color blanco en el espacio 
Polar de Radon 

       

s = (  rcosϕ )cos θ + (  rsenϕ )sen θ	
   (16)
 
 s = rcos(θ − ϕ)	
   (17)

El lugar geométrico de P(x, y)	
   en el espacio car-
tesiano de Radon viene dado por (17). Este es un es-
pacio de sinusoides que se le denomina el sinograma.

Simulación 

En la figura 8 se visualizan las trayectorias gene-
radas por los puntos de color blanco en el espacio 
cartesiano de Radon. 

EL ESPACIO POLAR DE RADON

Las proyecciones p!(s)	
   se organizan en una reji-
lla polar como lo muestra la figura 9.

Figura 8. Trayectoria de los puntos de color blanco en el espacio Car-
tesiano de Radon
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Lugar geométrico

Las proyecciones que contienen la información 
del punto P(x, y)	
   generan un patrón de triángulos 
(Buzug, 2008). Las coordenadas polares del punto 
P(x, y)	
   se indican en la figura 10. Si P es un punto de 
la circunferencia de diámetro P1P2 entonces por el 
segundo Teorema de Thales de Mileto el triángulo 
P1PP2 es rectángulo. Es decir, el patrón generado es 
de triángulos rectángulos.

x = (s)cosθ	
       (18)
 
y = (s)senθ	
        (19)

Las distancias d(P1,A) y d(A,P) son iguales, por 
tanto:

 x! + y! = 2rx	
        (20)

Se sustituyen (18) y (19) en (20).

((s)cosθ  )! + ((s)  senθ  )! = 2r((s)  cosθ  )	
        (21)

s = 2rcosθ	
       (22)

El lugar geométrico del punto P(x, y)	
   en el espa-
cio polar de Radon viene dado por (22). Este es un 
espacio de círculos (Buzug, 2008).

Simulación 

En la figura 11 se visualizan las trayectorias gene-
radas por los puntos de color blanco.

CONCLUSIONES

Cuando el conjunto de las proyecciones tomadas 
del corte de un paciente se arreglan en forma carte-
siana, un punto de la imagen describe una trayectoria 
sinusoide en el espacio de Radon; si las proyecciones 
se arreglan en forma polar, un punto de la imagen 
describe una trayectoria circular. Estas trayectorias cir-
culares en el espacio polar de Radon son consecuen-
cia del segundo Teorema de Thales de Mileto.

Cuando el conjunto de las proyecciones tomadas del corte de un 
paciente se arreglan en forma cartesiana, un punto de la imagen 
describe una trayectoria sinusoide en el espacio de Radon; si las 
proyecciones se arreglan en forma polar, un punto de la imagen 
describe una trayectoria circular.
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