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RESUMEN

En la teoria de Ecuaciones Diferenciales parciales, se tiene un campo muy prolifico y novedoso de la solu-
cién de ecuaciones que respetan ciertos criterios de conservacion y balance, conocido como leyes de conser-
vacion hiperbdlica. En esta area se usan métodos como el de las regiones invariantes, compacidad compen-
sada y, por supuesto, el principio del méximo. En el presente trabajo se usara esta uUltima metodologia para
encontrar estimaciones suaves clasicas de los conocidos sistemas de elasticidad. Asi mismo, se presenta la so-
lucién a sistemas elésticos generalizados con condiciones acotadas medibles, encontrandose estimaciones de
las soluciones viscosas globales suaves en el sentido clasico para este sistema usando el principio del méximo.

Palabras clave: Leyes de conservaciéon hiperbdlica, principio del méaximo, ecuaciones diferenciales para-
bdlicas, problema de Cauchy, estimaciones viscosas.

ABSTRACT

In the theory of partial differential equations, it has a very prolific and innovative field of solving equations
that respect certain standards of conservation and balance, known as hyperbolic conservation laws. In this
area, methods such as invariant regions, compensated compactness and off course the maximum principle
are used. In this paper, the latter method is used for finding classical soft estimates of known elastic systems.
Moreover, the estimation of viscosity solutions in elasticity generalized systems is presented with bounded
measurable conditions, finding a priori estimations of soft global viscous solutions of the system using the
maximum principle.
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INTRODUCCION

Los cientificos ingleses Hooke y Newton desde
el siglo XVII empezaron a forjar nuevas ideas en sus
mediciones experimentales, en especial Hooke con-
ceptualizo la nociéon de elasticidad para los resortes
en 1660, describiendo cémo un cuerpo eléstico se
estira de forma proporcional a la fuerza que se ejerce
sobre él, lo que dio lugar a la invencion del resorte
helicoidal o mejor conocido como muelle.

En la actualidad el estudio de los sistemas de
elasticidad puede realizarse desde diversas areas de
la ciencia, e ingenieria. Los ingenieros civiles estan
interesados en que sus estructuras de concreto man-
tengan niveles de elasticidad que toleren fenéme-
nos sismicos, los fisicos les interesa tener en cuenta
la elasticidad para el estudio de la resistencia de un
material, algunos especialistas en fisica analizan la
elasticidad de los fluidos y de ciertos gases. La elas-
ticidad de un material es definida en ingenieria y fi-
sica como la relaciéon que se da entre la fatiga y la
deformacién de un objeto. La elasticidad finita es la
teoria del estudio de las grandes deformaciones en
los objetos, esta teoria es no lineal y por ende una
teoria de dificil tratamiento matematico y fisico.

En general las teorias de la elasticidad se han
convertido en una area de estudio desde la matema-
tica, debido a su dificil entendimiento como objeto
fisico, de hecho en libros como el de Gurtin, 1981, y
Ciarlet, 1989, se hace un estudio interesante de la
elasticidad finita y de la elasticidad en tres dimen-
siones respectivamente, donde el componente ma-
tematico es fundamental para dar interpretaciones y
argumentaciones al interior de la teoria.

En este trabajo se aborda el estudio de las so-
luciones de un sistema general de ecuaciones de
elasticidad, que son conocidos como sistemas de
elasticidad extendidos con fuente. Segun Lu, 2002,
este tipo de sistemas generalizan los sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales relacionados a un
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gas politrépico, sistemas especiales de ecuaciones
de Euler para un fluido compresible. El estudio esté
relacionado a las Ecuaciones diferenciales Parciales,
en particular a un topico especial llamado Leyes de
conservacion hiperbdlica. En este articulo se dan
estimaciones de las soluciones viscosas a un siste-
ma de elasticidad que presentan conservacién de
masa-momento.

En el sentido clasico de la fisica un problema
elastico queda definido por la geometria del cuerpo
antes de ser deformado, las fuerzas exteriores, que
dan lugar al término “potencial” del lagrangiano y
las componentes del tensor de constantes elasticas.

Un lagrangiano segun Landau y Lifshits, 1985, es
una funcidon matematica a partir de la cual se pueden
derivar las leyes de conservacién y otras propieda-
des importantes de un sistema fisico. De hecho, en
fisica moderna el lagrangiano se considera el objeto
mas fundamental que describe un sistema fisico.

En matematicas esta idea de elasticidad se gene-
raliza por medio de una ley de conservacién Hiper-
bdlica, que es un sistema de ecuaciones quasilineal
de la forma

u + f(u), =0, con (x,t)ERxR"

donde U = (ul,...,un)T ER",n=1, esunafun-
cién vectorial desconocida, que modela una canti-
dad fisicay f(f (Ul), o f (Un))T es un vector dado
que denota un término de conservacién asociado
generalmente a dicha cantidad fisica.

Un ejemplo de este sistema fisico y de conser-
vacion es

u, +(cu+ f(v),)+9,(u,v) =0
v, +(U+g(v)), +9,(u,v) =0

con

(u(x,0),v(x,0)) = (U, (x), v, (X))
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Evans, 1998, hace una clara introduccidn a las ecuaciones
parabdlicas, operadores parabdlicos y al principio del méaximo
débil y fuerte, en particular Protter y Weinberger, 1999,
estudian el principio del maximo para ecuaciones diferenciales
ordinarias para pasar al principio del maximo para ecuaciones
diferenciales parciales parabdlicas. Landis, 1997, desarrolla
topicos matematicos avanzados para esta teoria.

~

donde C es una constante, V es la deforma-
cioén, f(V) es la fuerza, U eslavelocidady 0y,
0, son términos fuente del sistema.

Lu 2002, estudia sistemas de conservacién de
elasticidad Lagrangiana en una dimension no lineal
dado por

u +f(v), =0

{ @)

u +u, =0
con condiciones acotadas medibles

(u(x,0),v(x,0)) = (U (x), Vo ()

donde V es la deformacion, f (V) es la fuerza
y U lavelocidad.

El anterior sistema es un caso particular de (1) y
lo que se hace en este trabajo es generalizarlo y en-
contrar estimaciones clasicas de su solucién.

En este sentido se abordara la bisqueda de es-
timaciones viscosas de sistemas de elasticidad que
generaliza el caso de los sistemas de elasticidad La-
grangianos. En particular demostraremos usando el
principio del méximo para ecuaciones diferenciales
parabdlicas la existencia de estimaciones de las so-
luciones viscosas globales suaves de (1).
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TEORIA Y METODOS MATEMATICOS

Principio del Maximo-Leyes de
Conservacion Hiperbolica

Evans, 1998, hace una clara introduccién a las
ecuaciones parabdlicas, operadores parabdlicos y
al principio del maximo débil y fuerte, en particular
Protter y Weinberger, 1999, estudian el principio del
méximo para ecuaciones diferenciales ordinarias para
pasar al principio del maximo para ecuaciones dife-
renciales parciales parabdlicas. Landis, 1997, desarro-
lla tépicos matematicos avanzados para esta teoria.

Lu, 2002, hace una breve y precisa introduccién
a los sistemas de leyes de conservacién y define los
invariantes de Riemann. Yan el al., 2007, demuestran
como usar el principio del méaximo en sistemas de
leyes de conservacién hipérbolica.

Calculo de estimaciones a priori

Lu, 2002, usando el método de las regiones inva-
riantes y Gomez-Plata, 2009, usando el principio del
méximo, garantizan la existencia de soluciones vis-
cosas globales del sistema (1) sin los términos fuen-
tes gl(U,V),gz(U,V), usando una regularizacion



del sistema, como lo indica los términos a la derecha
del sistema

u,+(cu+ f(v)), = eu,,
{vt +(Uu+g(v)), =ev,
2

y cuyas condiciones acotadas medibles son las
mismas enunciadas en (1).

En analogia al método usado por Gémez-Plata,
2009, se regulariza y encuentra estimaciones visco-
sas de las soluciones del sistema (1) usando el princi-
pio del maximo para el sistema de elasticidad gene-
ralizado dado por

u +(cu+ f(v),)+g,(u,v)=eu,
{Vt +(U+g(v), +9,uv)=ev, @

RESULTADO

Estimaciones usando el Principio del Maximo

Consideremos el sistema (3) con las condiciones
acotadas medibles enunciadas en (1) y suponiendo,
para 1,0 que:

A 9V YTV) cumplen que f.gEC® con
f =d, VER yque:

2f +g'(s,+g -c)>0, parav>0

2f +g'(s,+g -c)<0, parav<0

2f +g'(g -c-s,)>0, parav>0

2f +g'(g -c-s,)<0, parav<0

donde S ,=+/(g —C)* +4f .
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Teorema 1. Para un € >0, el problema de
Cauchy (2), con las condiciones de (1) y suponiendo
cumple las condiciones de A, tiene solucién Unica
global suave (ug(x,t),vg (X,t)) que satisface

u (=M, V(1) =M

donde M es una constante positiva indepen-
diente de €.

Demostracién: Ver Lu, 2002; Gémez-Plata, 2009.

Una extension del teorema 1, es la siguiente pro-
posicion que extiende el resultado a sistemas elas-
ticos con términos fuentes como en (3) y que seré
de vital importancia en el estudio de las soluciones
débiles de este mismo sistema. Vale aclarar que las
estimaciones de soluciones débiles del sistema sin
los términos fuentes ya fueron estudiadas por Lu,
2002, mas estas estimaciones para el sistema (3), son
actualmente materia de estudio e investigacion.

Proposiciéon 1. Supongamos que gl(u,v) 1,
gg(U,V) cumplen

W, 9, W, 9, 2GW+Cy, 2,0, 2,0, <CWHC,

donde (,,C,,C;,C, ER y d, :Vh(U,V) con
h(U,V) una funcién continua para (U,V), entonces
el problema de Cauchy (1), (2) tiene Unica solucién
(uf (X,t),v‘g (x,t)) ysatis-face queparatodo,t >0,
u‘ (x,t)‘ <M(T);0<c(e,t)<v (xt)=M(T)
sobre RX[O,T , donde M (T) es una constan-
te positiva que es independiente de &, C(S,t)

es una funcién positiva la cual tiende a cero cuando

€ tiende a cero o f tiende a infinito.

Demostracion:
El sistema (1) se puede escribir como

U,+dFU, +G =0 @
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donde U = (u,V)T, F =R? - R?, tenemos
F:(uv)a (cu+ f(v),u+g(v V' —
( C) f‘((v) (V),u+g(v)) v Wu=1+ifg ;+s2 dv=1
dF=[" du
1 g
para calcular los valores propios de esta ultima S,
matriz dF, se hace det(dF - A1) =0 2 _1+_f dv=1
de donde ' .
d .0 —C+s g -Cc+s
' - w=1+—[[Z—— 2 gdy=="—_ =2
Cc-AgMV)-4)-f(v)=0 YT vl 2 2
/l_c+g'4_r (g-c)>+4f
2 d g -c-s g-c-5
[ ~Neanf 7z =1+— 2 gy = 2
llamando, S, = (g —C)2+4f , tenemos que Y GU{ 2 2
_C+g+s, . _c+g -5, o "
ATy kT W 289 cs)+2f
Los vectores propios a derecha 7;,7, asociados " 232
se calculan resolviendo
rlz[dF—AlI|O], rZ:[dF—A?I|O] , _2f"+g'(g -c-s,)
v 2s,

de donde obtenemos

T

[=(0-C+5,,-2)", 1, =(g ~c-5,-2)'

de tal forma que

Vﬂl T, = 2f - g" (Ssz _(g' -¢)) : Multiplicando el sistema (3) por
2
. - Vz(u,t) =(z,,2,), tenemos
2f +g(s,+(g -c urvs
Vi =20 18576 =)
2

Vz(U, +dFU, +G) = ¢éAU .

de donde los invariantes de Riemman son:

si VzdF = A1Vz , encontramos

v v
wW=u+ g -C+s, CIV, Z=U+ g -C-s, |V _
‘{ ? { 2 Zt+Alzx+(Zugl+ngz)_
VzeAU =¢(z,,2,)(u,,,V, )=
Calculando ( u v)( XX xx)
W, W W, W, W, 3 2y Zy s Zyys Z oy s 2oy
uu? Huv v Su Fuur Suv o Fw gzxx _g(zuuux +ZZUVUXV +7 V )
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remplazando Zu1Z w1 Zw encontramos

_ 2 _
Z, + ;lex + (Zugl + ngz) =&z, —E(ZW)VX -

5

gzxx_g(z f +g9 (g -c—sz))vf

por A, si V>0, 2f +g(g -c-s,)>0,

entonces

7.+ Az, +(2,9,+2,0,) = €7, ")

por A si V<0, 2f +g'(g -c-s,)<0,

entonces

Zt +A’lzx +(Zu gl + ngz) = gzxx (6)

Multiplicando el sistema (3) por
vw(u,t) = (w,,w,),

tenemos
vw(U, +dFU, +G) = eAU
si VzdF =AVz ,

encontramos
Vvt + A’ZWX = VWEAU = 8(Wu ! WV)(UXX ! VXX) =
ew, —e(W, U2 +2w, u Vv, +w, v’

uu—x uv=x "X

remplazando Wuus Wiy » Wy encontramos

\Nt +AQWX + (Wugl +Wvg2) = gWxx _g(Ww)Vf =

EW, — &

2f +9(g -c+s)))
s, "

Revista

por A,siv>0, 2f +g(g -c+s,)>0,
entonces

\Nt +AZWX +(Wugl +Wng) = SZXX 7)

por A, si v <0, 2f"+g"(gl_C+52)<O'
entonces

\Nt +A’2Wx +(Wugl +Wv92) = gWxx (8)
Tomemos (5) y (7) asi
(_Zt) +A1(_Zx) +(Zug1 + ngz) = g(_zxx) )

W, + AW, +(W,0, +W,0,) < €2, (10

y (6), (8) asi
Zt +;llzx +(Zugl+zv92)agzxx (H)
_Wt _AZWX - (Wu g, +Wvg2) =—&W,, (12).

Al considerar las desigualdades (9), (10) vy
(11),(12) con variables en W,Z vy aplicando el
corplario 1 de Goémez-Plata, 2012, vemos que
w(u v )< N(T),=z(u,v*) < =N (T) sobre
R x[0,T] donde N(T) es independiente de ¢
y T ER" ysepuede encontrarun M (T ) >0 tal
u® (X,t)‘ <=M, |v* (X,t)‘ <M (T) ; del teo-

rema 5y del lema 4 en Gémez-Plata, 2012, se tiene

que 0<c(e,t)=v* (xt)=M(T).

que
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del maximo.

Es muy importante tener en cuenta que gracias a la flexibilidad
de lametodologia usada en este articulo es posible aplicarla para
resolver otros sistemas de ecuaciones diferenciales parciales que
contienen leyes de conservacion hiperbdlica, por ejemplo se
pueden llevar a sistemas de Euler, de Roux, de gases y algunos
otros que bajo ciertas condiciones puede aplicarsele el principio

ASPECTOS DE DISCUSION

Los sistemas de elasticidad de la forma

U, + (cu+ F(v), + 0,(u,v) =0
{vt +(U+gW), +0,(UV) =0

tiene estimaciones viscosas de sus soluciones glo-
bales que son suaves; bajo la metodologia de com-
pacidad compensada se pueden estimar soluciones
débiles de este mismo sistema, teniendo en cuenta
la proposicién 1, demostrada en este articulo y que
es una extensién del teorema 1, que generaliza este
teorema a sistemas de elasticidad con término fuente.
La idea en este caso es usar las estimaciones encon-
tradas para este sistema, guiados por el trabajo de Lu,
2002 y siguiendo los resultados que Yan et al, 2007.

Es muy importante tener en cuenta que gracias a

la flexibilidad de la metodologia usada en este arti-
culo es posible aplicarla para resolver otros sistemas
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de ecuaciones diferenciales parciales que contienen
leyes de conservaciéon hiperbdlica, por ejemplo se
pueden llevar a sistemas de Euler, de Roux, de gases
y algunos otros que bajo ciertas condiciones puede
aplicarsele el principio del méximo. La metodologia
paralela de regiones invariantes aporta un camino por
donde se puede orientar el interesado para escoger
sistemas de leyes de conservacién que posiblemente
se les pueda aplicar el principio del maximo.
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