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Resumen |

Dos factores relevantes en la dindmica de transmision de enfermedades infecciosas son la velocidad con la cual los individuos
adquieren la enfermedad, y la transmisién vertical. En epidemiologia el primer factor recibe el nombre de fuerza de infeccidn. Este
hecho ha motivado el modelado matemdtico que considere estos factores, sin embargo no siempre se consideran
simultaneamente. En este trabajo, se formula y analiza un modelo matematico aplicado a la enfermedad de malaria, en el cual se
incorporan ambos factores de forma simultanea. Por otro lado, para la poblacién de mosquitos, ademas de la fuerza de infeccién
clasica, se introduce una fuerza de infeccién que depende de la poblacién total de mosquitos.

Palabras Clave: Existencia de soluciones de equilibrio, estabilidad, bifurcaciones, funcién de Lyapunov.

Abstract |

Two important factors in the transmission dynamics of infectious diseases are the speed at which individuals acquire the disease
and vertical transmission. The first factor is called infection force in epidemiology. This has motivated the mathematical modeling
that considers these factors, however, they are not always considered simultaneously. In this paper, we formulated and analyzed a
mathematical model applied to malaria disease in which both factors are incorporated simultaneously. Furthermore, for the
mosquito population, in addition to classical force of infection, we introduce a force of infection that depends on the total

mosquito population.

Keywords: Existence of equilibrium solution, stability, bifurcations, Lyapunov function.

1. INTRODUCCION |

La malaria es una enfermedad potencialmente mortal
con alta incidencia en las regiones tropicales y subtropicales,
incluyendo Africa, Asia, América Latina, Medio Oriente y
algunas partes de Europa (The Rollback malaria partnership);
esto la convierte en un problema de salud publica de gran
relevancia a nivel mundial.

En epidemiologia, la fuerza de la infeccién se define
como la tasa per capita a la cual individuos susceptibles
contraen una enfermedad infecciosa (Muench, 1934). Esta
tasa depende del nimero de individuos infecciosos, nimero

de individuos susceptibles y la tasa de contacto entre ambas
poblaciones, que a su vez depende de aspectos
epidemiolégicos y ambientales tales como: densidad
poblacional, clima, humedad, precipitacién, entre otros.
Mueller y sus colaboradores (Mueller et al., 1998), establecen
que los factores anteriores contribuyen a la definiciéon de
fuerza de infeccidn, la cual puede ser expresada vy
determinada en términos cuantitativos como sigue

=2

inf N (1)

donde | representa el numero de individuos capaces de
producir infeccién, N la poblacién total de individuos 'y 8 es
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el producto entre la tasa de contacto y la probabilidad de
transmisién, bajo el supuesto de que el nimero de contactos
es independiente del tamafio de la poblacidn. En
consecuencia, si S representa la poblacién de individuos
suceptibles a contraer la infeccién entonces f;:S representa
la tasa a la cual se producen nuevas infecciones (Beaumont
etal., 2002).

En los modelos matemadticos cldsicos de enfermedades
transmitidas por vectores se han considerado las siguientes

fuerzas de infeccidn de humanos y mosquitos,
respectivamente
| |
g <P o Bl @)
NH NH

donde B representa la probabilidad de infeccién de un
humano por picadura de un mosquito infectado, Awm
representa la probabilidad de que un mosquito se infecte por
picar a un humano infectado, & representa la tasa de
picadura per cépita de mosquitos y ¢ la tasa de inoculacién
entomoldgica. En este caso, SuSu representa la tasa de
aparicién de nuevos humanos infectados y A4S, la tasa de
aparicién de nuevos mosquitos infectados. Lo anterior,
permite concluir que By y A, miden el impacto que produce
sobre la poblacién de humanos la introduccién un humano
infectado (mosquito infectado, respectivamente) en la
velocidad de transmisién de la enfermedad. Sin embargo, en
ninguna referencia encontrada hasta la fecha, se considera el
efecto que produce la introduccién de un humano infectado
en la poblacién de mosquitos, en la velocidad de transmisién
de la malaria, lo cual se representa definiendo la siguiente
fuerza de infeccién para la poblacién de mosquitos

_ ﬁVH” IH
ﬂz—Tr ()

Por otro lado, en muy pocos casos se ha considerado el
impacto de la transmisién vertical en malaria, aspecto que
para ciertas regiones es fundamental debido a que la malaria
en el embarazo hace parte de la emergencia de salud publica
(Fonseca y Maestre, 2009).

El uso de herramientas que describan de manera
objetiva y precisa las caracteristicas de la dinamica de una
enfermedad, tales como los modelos matematicos en
ecuaciones diferenciales, permiten predecir su
comportamiento y facilitan el desarrollo de estrategias de
salud eficaces en el control de la enfermedad y por qué no de
su erradicacién.

El modelado matematico para la malaria comenzd en
1902 con Sir Ronald Ross (Ross, 1911), quien fue galardonado
con el premio Nobel en Medicina por descubrir que esta
enfermedad se transmite a través de la picadura de la
hembra del mosquito Anopheles. Con su modelo Ross mostré
a sus colegas que para erradicar la malaria no es necesario
eliminar a los mosquitos, sino que es suficiente mantener su

nivel poblacional por debajo de un umbral. En 1927, Kermack
y McKendrick (Sobrebon et al., 2002) formulan un modelo
matematico en ecuaciones integrodiferenciales con retardo
que modela el flujo de susceptibles, infectados y
recuperados en un proceso epidémico. Usando una versién
simplificada de este modelo obtienen el llamado Teorema del
Umbral, piedra angular de la Epidemiologia Matemdtica. Este
resultado establece condiciones sobre las tasas de infeccidn
y recuperacion, asi como en el nimero inicial de susceptibles
para que la introduccién de un individuo infeccioso en una
comunidad, de lugar a un brote epidémico. En 1957,
MacDonald (Macdonald, 1957) modific6 el modelo de
Kermack y McKendrick a un modelo de dos dimensiones con
una variable para representar la poblacién de humanos y
otra para representar los mosquitos. Una importante
extension de este modelo fue propuesta por Dietz,
Molineaux y Thomas (Dietz, 1974), quienes agregaron la
inclusién de la inmunidad. Ngwa and Shu (Nwa y Shu, 2000),
propusieron un modelo en ecuaciones diferenciales
ordinarias en el cual incluyeron cuatro diferentes estados
para los  humanos  (susceptible-expuesto-infectado-
recuperado) y tres diferentes estados para los mosquitos
(susceptible-expuesto-infectado), donde estos estados
interacttan a tasas diferentes. El modelo de Ngwa y Shu fue
después estudiado y mejorado por Chitnis (Chitnis et al.,
2006; Chitnis et al., 2008).

Hasta el momento se han formulado modelos
matematicos con fragmentacién espacial del ambiente
(Torres-Sorando et al., 1997; Rodriguez et al., 2001), modelos
para enfermedades transmitidas por vectores en los cuales
se considera resistencia a medicamentos (Esteva y Yang,
2005; Tchuenche et al., 2011), modelos en los cuales se
supone que los humanos infectados poseen una movilidad
inferior que los humanos susceptibles (Basafiez, 2004), y
también modelos para la distribucién espacial de la malaria
(Rainey et al., 2007). Los modelos multiparche han sido
construidos para estudiar la propagacién espacial de las
enfermedades infecciosas cuando hay viaje de poblaciones
de una regién a otra (Hasibeder y Dye, 1988; Dye y
Hasibeder, 1986 ; Smith et al., 2004; Auger et al., 2008; Arino
etal., 2012; Gao y Ruan, 2012; Crosner et al., 2009 ).

En el presente trabajo se modela usando un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, el fenémeno de
transmisiéon de la malaria cuando esta enfermedad no
solamente se adquiere por transmisidn vectorial, sino
también vertical, con el fin de comparar el impacto de los
resultados del modelo con la fuerza de infeccién de los
humanos contra la fuerza de infeccién de los mosquitos.

2. MODELO MATEMATICO Y CONJUNTO DE
INTERES EPIDEMIOLOGICO |

En esta seccién se formula un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias que describe la interaccion de
humanos y mosquitos en la epidemiologia de la malaria bajo
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las siguientes hipdtesis: para la poblaciéon humana el modelo
matemdtico es de tipo Susceptible-Expuesto-Infectado-
Recuperado (SEIR), mientras que para la poblacién de
mosquitos se utiliza un modelo matematico tipo Susceptible-
Infectado (SI). El corto ciclo de vida de los mosquitos,
particularmente reducido por los constantes cambios de
clima, hace que sea irrelevante considerar el paso por el
estadio de expuestos, mientras que para la poblacién
humana considerar su periodo de latencia, hace que no sélo
se reduzca a largo plazo la poblacién de individuos
infectados sino que también las tasas de progresion a
expuestos e infectados (Mandal et al., 2011). Sy(t), E,(t),
4 y R.(t) denotan, respectivamente, la poblacién de
humanos susceptibles, expuestos, infectados y recuperados
en el tiempo t, y S,(t), I, () las poblaciones de mosquitos
susceptibles e infectados en un tiempo t, respectivamente.
Por conveniencia se redefine la fuerza de infeccidn de
humanos dada en (2) como

=B
'BH_NH IV’ (4)

donde B, = A& , andlogamente se redefinen las fuerzas
de infeccién de mosquitos dadas en (2) y (3) por
.y iy
ﬂl_N Wy ﬂz_N Ihs (5)

H \

donde B,=Bng . En el modelo se considera que los
humanos susceptibles se reclutan a una tasa constante Ay,
pasan a ser expuestos por contacto con mosquitos
infectados a una tasa f,S,. Ademds presentan una muerte
natural o emigracién percapita 4ySy. Los humanos
expuestos se infectan a una tasa percdpita aS,, donde «a
representa el periodo de incubacién de la enfermedad. Otro
factor que incrementa la poblacién de humanos infectados
es la transmisidn vertical, el cual es modelado por el término
Al,, donde 1 representa la tasa percdpita de transmisién
vertical. Por otro lado, los humanos infectados se recuperan
a una tasa 9y, donde § representa la tasa de recuperacion
espontanea y mueren debido a la infeccidn a una tasa
percépita Al . Una proporcion de humanos recuperados de
la infeccidn pasan a ser susceptibles nuevamente a una tasa
percépita @Ry, donde o representa una tasa percépita de
pérdida de inmunidad temporal. La poblacién de mosquitos
susceptibles se recluta a una tasa constante Ay, se ve
disminuida por infeccién debido al contacto con humanos
infectados mediante el término A4S, para 1=12. La
poblacién de mosquitos susceptibles e infectados
disminuyen por muerte o emigracion percdpita con
constante de mortalidad o emigracion # .

Bajo las consideraciones anteriores, se formula el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

ds,,

dt

= Ay +oRy =By Sy — 1y Sy

dE

dtH =SSy —(a+uy)E,
dc:—tH=ﬂ.lH+aEH—(5+p+,uH)lH

drR

dtH =dl, —(o+ )Ry,

ds

d: =A, - BS, — S,

%’:ﬂisvfyvlv para i=12. (6)

La Tabla 1 muestra los pardmetros incluidos en el
modelo matemadtico anterior, con sus unidades y respectiva
interpretacién, en donde la unididad de tiempo es un dia.

Tabla 1. Pardmetros incluidos en el modelo (6), descripcién y dimensiones.
Parametro Dimensién

Interpretacién

Ay Hum. X dia” Tasa de reclutamiento o inmigracién de hum.
® dia” Tasa per. de pérdida de inmuni. 1/@ prom.
duracién periodo inmune
Ly Adimensional Prob. de infeccién de hum. por mosq.
Bim Adimensional  Prob. de infeccién de mosq. por hum.
& dia” Tasa de picadura percapita de mosq.
¢ dia” Tasa percapita de inoculacién entomoldgica
dia” Tasa percapita muerte natural o emigracién de
Hy hum.
,u dia” Tasa percdpita muerte natural o emigracién de
v mosq.
a dia” Tasa per. de progresién de expue. a infect.
ia
1/ duracién de periodo de laten.
P dia” Tasa percapita de muerte por infeccién
S dia” Tasa per. de recuperacion. 1/6 duracién del
periodo infeccioso
A dia” Tasa percépita de transmision vertical
. T reclutamien inmigraciéon
Ay Mos. X dia” asa fje eclutamiento o inmigracion de
mosquitos

2.1. Conjunto de interés epidemiolégico

El conjunto de interés bioldgico para el sistema (6) estd
dado por

Q:{(SH,EH,IH,RH,SV,Iv)sRﬁ:osNHsm, osNVsA—V}, @
Hy
donde
p*:i;p’ m:min[AiH’AiH*]_ (8)
Hy Hy /’H(l*P)

Obsérvese que p <1 es una condicién necesaria para
que m siempre sea positiva. En el Lema 2.1 se prueba que el
sistema (6) estd bien planteado en el sentido de que las
soluciones con condiciones iniciales no negativas se
mantienen no negativas para todo t >0, es decir, el conjunto
Q es positivamente invariante bajo el flujo definido por el
sistema de ecuaciones diferenciales (6).

Lema 2.1 Si p" <1, entonces el conjunto o definido en (7)
es positivamente invariante para las soluciones del sistema (6).

Demostracién. Considérense las condiciones iniciales
NixNy eQ donde
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Ni = (54 (0), B, (0),1,(0). Ry (0), Ny = (S, (0), 1, (0))

Sumando las cuatro primeras ecuaciones del sistema (6)
se obtiene que
dNy, _
dt

=Ny + 071 (9)
Si p" <0 entonces a partir de (9) se obtiene la siguiente
desigualdad

Ny <Ay =Ny,

la cual se reescribe como

N
d—?ﬂzHNHgAH. (10)

Obsérvese que la desigualdad (10) es equivalente a
SN, TS A, (1)

integrando en ambos lados de (11) entre 0 y 1 se
obtiene

A
&N, (5) = = e° ;
H

NG 0~ (0= (€7 ), (1)

H

a partir de (12) y con la condicién inicial se obtiene

N,y (1) < NOe "t 4 Du g gty

H

:[\H+(Na_1\He“Hlj, (13)
Hy Hy
0 <A7H

dado que N €Q, entonces ", luego

N VI
Hy
AiH{Ng —A—”]e”‘*“ SAJ
Hy Hy Hy
A
Ny () <—*. (14)
Hy

Por otro lado, si 0<p'<1 y dado que 1. ()<Ny(1),
entonces a partir de (9) se tiene

Ny <A+’ Ny — 4Ny,

= Ay + (0 DNy, (15)
la solucién de (15) sujeta a la condicién inicial es
Ny () NGy Bu (g gDy
Hy(1=p)

AH 0 A —4 (lfp*ﬂJ
= —+| Ny — H e \ 16
Hy(1=p) ( T (-p) (16)

NC < AH
entonces " 4, (1-p), luego

_AiH*SO
uy(1-p)

(Nﬁ S je”‘“ e <o
4y (1=p)

Ay 0 Ay —upy @-p "t Ay
Ny —— <——H
uy(1-p) uy(l-p) uy(1-p)

Ny

Ay
NaO= (17)

luego por (14), (17) y con base a la Definicién de m dada
en (8) se concluye que

N, () <m. (18)

De manera analoga tomando las dos ultimas ecuaciones
de (6) se tiene que

Ny =Ay =, Ny,
la cual puede reescribirse de la siguiente manera

dN,
dt

+m Ny = Ay, (19)
solucionando la ecuacién (19) se obtiene

N, () =e™'NS A (1-eh
My

g o o
Hy Hy

NZ° gAiv

dado que Ny €Q entonces ' 4 , luego

Ng—ﬂso
y
ﬂJr[N\?_ﬂjeﬂ‘v‘sAiv
Hy Hy Hy
A
N, (t) <= 21
V= (21)

Finalmente, evaluando el campo vectorial definido en la
parte derecha del sistema (6) en la frontera de q, se verifica
que el vector director de dicho campo apunta hacia el
interior de q. De lo anterior y puesto que el campo vectorial
definido en la parte derecha de (6) es continuamente
diferenciable se sigue el resultado asi como también
existencia y unicidad de soluciones.

3. SOLUCIONES DE EQUILIBRIO |

En esta seccién se determinan la soluciones de
equilibrio del sistema (6), en particular se verifica que la
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solucién de equilibrio libre de infeccién denotada como E, es
Unica sin importar la fuerza de infeccién de los mosquitos
considerada. Obsérvese que las soluciones de equilibrio de
(6) se obtienen solucionando el siguiente sistema de
ecuaciones algebraicas

Ay + Ry —(By +43)Sy =0, BySy —(a+my)E, =0
ok, —(0+p+u, -, =0, A, —(w+u,)R, =0
Ay =(B+m)S, =0, BS, -, =0 i=12 (22)

Cuando Enw=14=Ry=1,=0 ¢l sistema (22) tiene una
Unica solucién de equilibrio libre de infeccién Eo dada por

A A
E,=| 21 0002 0]
° (/IH iy ] (23)

Ahora, se analizaran las soluciones de equilibrio
endémicas de (6) cuando alguna de las fuerzas de infeccién
es constante o cuando ninguna lo es. Para este fin, se
definen los siguientes parametros

w a ) <1
O+ py a+ iy py(L-p)+8

(24)

plz—">0 y 0<@=
Ly
3.. Caso 1: alguna de las fuerzas de infeccién es
constante

Se inicia considerando B, constante. Despejando !, de
(5) se obtiene

o
I, =£LN,,.
B (25)

Sumando las cuatro primeras ecuaciones de (22) se
obtiene la siguiente ecuacion

Ay =Ny —(p— 41, =0. (26)
Reemplazando (25) en (26), y despejando Ny se obtiene

A

N, =——*" .
1—p‘é (27)
ﬂ\/
Obsérvese que Ny definido en (27) es positivo si y sélo
si se satisface que

s B
e <,b’1' (28)

Ahora, reemplazando (27) en (25) se obtiene
| Ay
Ay (29)
B
Reemplazando (29) en la tercera y cuarta ecuacion de
(22) y despejando E, y Ry respectivamente se obtiene

E = Hy (1-p)+6 Ay R = S Ay )
Y A e (50)
B B

En seguida, sumando las dos primeras ecuaciones de
(22) y despejando Sy se obtiene

_ Ay +oRy —(a+my)Ey )

S
H " (31)
Reemplazando (30) en (31) se obtiene
A 1
S, =—H|1-—|,
Hy [ Ri] (32)
donde
e
i “(ﬁl g (33)

s

Q-0+ )y (1-p) 40)
A partir de la quinta y sexta ecuacién de (22) se obtiene

B

s =D A
Y o By

B+
Los resultados de existencia de soluciones de equilibrio

para la fuerza de infeccién B, constante se resumen en la
Proposicién 3.1.
Proposicién 3.1 El sistema (6) siempre tiene un equilibrio
libre de infeccién E, definido en (23). Ademds, cuando S
es constante se tiene que

L p < s
1. Si B, entonces

(a) Si Ri=1 no existen equilibrios endémicos.

(b) Si R, >1 existe un equilibrio endémico.

*>ﬁv

2 8i”= E no existen equilibrios endémicos.

Para B, y Bu constantes, siguiendo un procedimiento
similar al anterior se obtienen los resultados dados en
las Proposiciones 3.2 y 3.3, respectivamente.

Proposicion 3.2 Sea

:iﬂ Gy & ( )
ti Ay (1=0)(@+ 1)ty (1= p ) +5) B, 34

2

El sistema (6) siempre tiene un equilibrio libre de infeccién
E, definido en (23). Ademds, si B, es constante se tiene
que

A v
JE#H/"V

Lp >
1. Si A, B

entonces

(a) Si R, <1 no existen equilibrios endémicos.

(b) Si R, >1 existe un equilibrio endémico.

no existen equilibrios endémicos.

Proposicion 3.3 Sea
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roM A1

1, ﬁH NH’ (35)

con Ny un pardmetro positivo. Entonces el sistema (6)
siempre tiene un equilibrio libre de infeccién Eo definido
en (23). Ademds, cuando By es constante se tiene que

1. Si Ry <1 no existen equilibrios endémicos.
2. Si Ry>1 existe un equilibrio endémico.

Nota 3.1 La razdén epidemioldgica de considerar las
fuerzas de infeccion para humanos y mosquitos
constantes, es el hecho de que en la naturaleza existen
poblaciones en las cuales el cociente entre el nimero total
de individuos y el nimero total de individuos infectados es
constante en el tiempo. Bajo esta hipdtesis los resultados
obtenidos en las Proposiciones 3.1-3.3 indican que con el
fin de controlar la infeccién, basta tomar medidas que
garanticen mantener el umbral R;, 1=12.3 por debajo
de uno.

3.2. Caso 2: ninguna fuerza de infeccion es constante

Se inicia el andlisis considerando la fuerza de infeccién
de mosquitos A, definida en (5). En este caso se define el
numero reproductivo bdsico Ry como

R =\/ﬂ Ay, «a 1 ﬁi
CONT Al @ty py(=p )40

(36)
el cual serd calculado en la Seccién 4.1. Sumando las
cuatro primeras ecuaciones de (22) se obtiene que
Ay =ty Ny +(2-p)1 =0,
de donde

ZH4 o,
Hy

Ny = (37)

Andlogamente, sumando las dos Ultimas ecuaciones de
(22) se obtiene

Ay —14,(S, +1,) =0,
de donde
A

Sy :J_Iv- (38)
A partir de la tercera y cuarta ecuacién de (22) se

obtiene
g, =tul=p)+d, o 5

H'H —
a o+ 1y,

(39)

Sumando las dos primeras ecuaciones de (22) se obtiene
Ay +aRy —(a+py)Ey —1,Sy =0.

Despejando Sy de la anterior ecuacién

ﬂ BBl

_Ay + R, —(a+uy)Ey, .
Hy

S (40)

Reemplazando Ry y E, definidos en (39) en (40) se
sigue que

A (@), (0=p)50) o1
Hy Ofy

S, =

(41)
Reemplazando A, definido en (5) en la sexta ecuacién de
(22) se obtiene

1,S
,BVNH v =,Uv|\/- (42)
H

Reemplazando Sv definido en (38) y Ny definido en
(37) en (42) se obtiene

A A -
pn B =B, | (43)
Despejando v de (43)
I, = Ay B '
o gy B (8,4 ) (44)
Hy
Reemplazando (44) en (38) se obtiene
5, =2 [1- Bl (45)

X — |
Mol =t (B oy
Hy

Reemplazando B, definido en (4), S definido en (41) y
E. definido en (39) en la segunda ecuacién de (22) se
obtiene

@[h_(awnw (1-p)+9) (1_9).Hj
Ny sy Gy

_ @+ )y (1-p) + ) |
a "

(46)

La expresién anterior es equivalente a

Ay o _i B _
ﬂhlv[z(awH)(ﬂH(lfp*)w) m @ e)lH] LNy (47)

Reemplazando Iv definido en (44) y Ny, definido en (37)
en la anterior ecuacién se obtiene

Ay a 1
< [ As e R
Hy ;UviH"'(ﬂv‘*'ﬂvp )|H Hy (a+ ) (1-p ) + Hy
Hy

= |H[2—:+p*|HJ. (48)

Como Iy =0, pues se estd considerando existencia de
soluciones de equilibrio endémicas, usando (24) y (36), la
ecuacion anterior puede simplificarse como la siguiente
ecuacion cuadratica para |
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H H H

2
oo+ N2 A pl+z,o*+(1’i)w}lH +[AJ) (1-R%)=0.
i,

Simplificando los coeficientes la ecuacién anterior, se
reescribirse como

a(l,, ¥ +bl, +c=0, (49)
donde
a:p*(lerp*),b: AR} —L),c=B(1-R;), (50)
siendo
e Pl 1), () +0)0-0) [LJ s, (s)
oy, Hy
y ademas
= il (p+2p"). (52)

(a+ )y (1= p) + 5)(1- )

En el Lema 3.1 se caracteriza L definido en (52) en
términos de p’.

Lema 3.1 Sea

w_ 1 D, (1= p7) +511-0
K :‘E{(aﬂl )u (aﬂHp)+ I( >+p1} (53)
1 pﬁg%'

2. Si ' >p” entonces L<1, mientras que si » <p”
entonces L >1.

Demonstracién. 1. Reescribiendo la expresién para o~

se obtiene que

w_ L@+t p)pu(1-p)+611-60) p
2 afly 2

< b

2

P

ysi #=1 entonces »” =-p/2. Porlo tanto p” <-p,/2.
2. Reescribiendo la expresién para L se tiene que

204, * Ay Py

Por lo tanto L puede ser visto como una funcién lineal
en la variable p" con pendiente negativa, esto es, como
una funcién decreciente de p’. Por otro lado, la
ecuacion L=1 es equivalente a

- _1[(a+uH)(uH (1-p)+5)(1-0) m}

Vel
2 au,
_ Y (@t )l (1= p)+61(1-06) p
2 i, )
o (54)

Luego, se satisface que si o >p” entonces L<I,
mientras que si o <p" entonces L >1.

@t ) A= p)+0)1-0) " ()t (1- ) +0)A—-0)

En las Proposiciones 3.4 y 3.5 se dan condiciones para la
existencia de soluciones endémicas del sistema (6)
considerando la fuerza de infeccién para mosquitos Ai. La
prueba de estas proposiciones de deduce del andlisis de los
signos de los coeficientes a, b y ¢ de la ecuacién cuadratica

(49)-
Proposicién 3.4 Supéngase que p <p”.
1. Si p" <-p; entonces
(a) Si Ro <1 se tienen las siguientes posibilidades

* Si Ry<Ry no existen soluciones de equilibrio
endémicas.

* Si R, =R, existe una Unica solucién de equilibrio
endémica.

* Si R >R; existen dos soluciones de equilibrio
endémicas.

(b) Si Ro21 existe una unica solucién de equilibrio
endémica.

2. Si —p <p <-p/2 entonces

(a) Si Ro<1 existe una Unica solucién de equilibrio
endémica.

(b) Si Ri>1 no existen soluciones de equilibrio
endémicas.

Proposicién 3.5 Supdngase que » > .
1. Si p <-p, 0 p 20 entonces

(a) Si Ro<l no existen soluciones de equilibrio
endémicas.

(b) Si Ry>1 existe una unica solucién de equilibrio
endémica.

2. Si —p <p <0 entonces

(a) Si Ro<1 existe una Unica solucién de equilibrio
endémica.

(b) Si Re>1 existen dos soluciones de equilibrio
endémicas.

Nota 3.2 Obsérvese que la Proposicion 3.4-1, sugiere la
existencia de una bifurcacién hacia atrds, mientras que la
Proposicién 3.4-2, sugiere la existencia de una bifurcacién
hacia adelante. Por otro lado, en la ecuacién (52) si p" =0
entonces L<1, lo cual implica que la condicién 1 de la
Proposicién 3.5 siempre se satisface. Por lo tanto, la
Proposicién 3.5 muestra que el sistema (6) con A
solamente puede exhibir una bifurcacién hacia adelante
cuando p =0,

A continuacién se analiza la existencia de soluciones
endémicas considerando la fuerza de infeccidon para
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mosquitos B, dada en (5). Para este fin, se define el nimero
reproductivo bésico P como

a 1 i
a+py py(=p)+6 1,

k= \/ﬂhﬂv (55)

el cual serd calculado en la Seccién 4.1. Reemplazando
B, definido en (5) en la sexta ecuacion de (22) se obtiene

My ALy
1, = e A by 6
! ﬁv Hy SV (5 )

Reemplazando | definido en (56) en la tercera y cuarta
ecuacion de (22) se obtiene que

ﬂv 1 AV IV
E,=—"——5—F-
a+uy By oy Sy

__ 0 mAl
g a)+:uH ﬁv :u\/ SV

(57)

Reemplazando Ry y E, definidos en (57) en (31) se

obtiene

A B 1A,

S, =2 g_g) = Lv v 8
" Hy I302 My Sy (58)

Hy

Después de reemplazar Sy, l4, Ry y E, definidas en
(56), (57) y (58), en la poblacién total Ny, y simplificando
Ay ,0* Ay Ly ap,

N, =—H 4 VYV )
" Hy " P Hy SV (a+ﬂH)(ﬂH (1—pk)+5) (59)

Reemplazando Ay definido en (4) en la segunda
ecuacién de (22) se obtiene

|
hSH —(a+uy)E, =0. (60)
NH

Ahora, reemplazando (57), (58) y (59) en la ecuacién
(60) se obtiene

By 1 . 11Ap0 af,
- = (1-0) G+ ———— -
Ay R SRy o (ot )y (1= p ) +0)
| 1 1)\A
Xi[ﬂ_jijizo (61)
SV AV PO SV :LIH

A partir de la suma de las dos tltimas ecuaciones de (22)
se obtiene

I, _A, 1
vo=Sv o g
Ny s Sy (62)
Reemplazando (62) en (61)
_(ﬂh(l_g)gw ap j(Avl_lJ
My Sv #y py (ot py )y (A= p ) +6) \ 1y Sy

{ﬂv P2 _1JAH
Ay Sy ) My

=0. (63)

Multiplicando ambos lados de la igualdad (63) por S, se
obtiene la siguiente ecuacidén cuadratica para S,

a(s,)?-bs, -t =0, (64)
donde

azﬂ(l—e)JrLHA&po2

Hy Hy Dy
b:|:ﬂh(1_g)AV+AH:|_AVp aﬂh _
Hy My Hy Hy py (@t w )y (1-p ) +0)
P ap, Ay ’
=£ _ . 6
o <a+uH)(uH(1—p)+6)(yvj =

Siguiendo un procedimiento similar al realizado para la
ecuacién cuadratica (49), en la Proposicion 3.6 se establecen
condiciones para la existencia de soluciones endémicas para
el sistema (6) con 5,.

Proposicion 3.6 Sea

[ﬂ(l_ghgﬁp;] ’ af, [Lj
43¢ Hy My Ay oy (o +py )y (L= p )+ ) 1y
- * =~ (66)
Hﬂ(l_g)/\iu/\i}_ﬂp afy }
Hy oty |ty p (@t )y (1= p)+06)

El sistema (6) siempre tiene un equilibrio trivial libre de
infecién E, definido en (23). Ademds,

1. si p 20, entonces existe un unico equilibrio endémico.
2. si p <0, se presentan la siguientes opciones:

(a) si 0<7<1, entonces existen dos equilibrios
endémicos.

(b) si m=1, entonces existe un unico equilibrio
endémico.

(c) si 7>1, no existen equilibrios endémicos.

4. ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES DE
EQUILIBRIO |

En esta seccidn se analizard la estabilidad de las
soluciones de equilibrio del sistema (6).

4.1. Estabilidad local del equilibrio libre de infeccién Eo

Usando el método de la matriz de la siguiente
generacién descrito en Driessche y Watmough (2002), se
calculan los nimeros reproductivos basicos definidos en las
ecuaciones (36) y (55) asociados a £, i=12 del sistema (6).
Ademads, se probard que la solucién de equilibrio libre de
infeccién E, dada en (23) es local y asintSticamente estable si
Ry<ly (R <1), independientemente de la fuerza de infeccién
que se considere. Reorganizando los compartimentos del
sistema (6) de la forma

X =(Ey, 14, 1,,S4,S,,Ry),
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en el cual los tres primeros compartimientos
corresponden a los individuos infecciosos, se obtiene el
sistema

X =F-V, (67)

donde, F recibe el nombre de matriz de aparicién de
nuevas infecciones y v =v-_v* matriz de transferencia, las
cuales vienen dadas por

Bl Sy
Ny
0
F= ﬁiOSv y V=V -Vv'= (68)
0
0
(a+my)Ey 0 (or+uy)Ey
(p+§+‘uH)IH A +oE (p+5+ILIH)IH7(ﬂ'IH+aEH)
al
ayly " 0 " ayly
BlvSy |_ = BlvSu _
4y Sy + N, Ry + A, My Sy + N, (@R, +AL) |} (69)
IuVSVJrﬂvIHSv Ay M/SVJrﬂvIHSv —A,
Ny Ay Ny
(0+ )Ry (0+ )Ry =,

Obsérvese ademds que

X,=F-V,=f, i=1,.6.

Dendtese por X, al conjunto de todos los equilibrios
libres de infeccion del sistema (6), entonces
X, ={(Xy,... X;) eR*: X, =0, parai =123}
={E}.
A partir del Lema 1. de Driessche y Watmough (2002) se

establece que la matriz jacobiana Df(E;) del sistema (6) se
puede reescribir de la siguiente manera

Df (E,) = DF(E,) - DV(E,), (70)
donde
F O vV 0
DF(E,)=|0 0| y DV(E)=|J;, J,| (71)
siendo F y V matrices 3x 3 definidas por
oF, oV,
—_ E. 1 E
F= axj( ) y V= axj( o) para 1<i,j<3. (72)

Mds aln, a partir del Lema 1. de Driessche y Watmough
(2002) se concluye que F es una matriz no negativa, V es
una M -matriz no singular y todos los valores propios de J,
tienen parte real positiva. En consecuencia, para el sistema
(6) se obtienen Fi, Vi y Ji para cada B las cuales vienen
dadas por

Pl 3

0 0 4
F=|/0 0 0] i=12,
0 8 0
Donde
« A «
BL= B =
HHy
Ademas
o+, 0 0
V,=V,=V=| —a u,(1-p)+5 0
0 0 Hy
y
uy 0
3B=32=3,=| 0 u O (73)
0 0 wo+u,

Debido a la no singularidad de la matriz V , nétese que
su matriz inversa viene dada por

1 0 0
a+ iy
- a 1 0 (74)
(@+u )y 1=p)+6) py(l-p)+68
0 0 1
Hy

Por lo tanto, segun Driessche y Watmough (2002) se
verifica que la matriz de la siguiente generacién en cada uno
de los casos viene dada por

0 0 ﬁ

Hy
R=Fv'=l0 0 0| (67)

H.I3 P2I3 0

donde
1 ap, Ay py p2 = ap,
(@+ )y A=) +0) Ay (et )y (1= p7) +6)
1 = ﬂv AVHH PZ — ﬁv

23 23

wy(=p)+8 Ay, iy (1=p" )+

Un valor propio de la matriz P, i=12 es & =0, mientras
que para P, los demas valores propios vienen dados por la
solucidén de la ecuacidon

a

£ B, Dy

- =0.
Aty (@ + )t (1= ) +) (75)

Por lo tanto, el radio espectral de la matriz P, denotado
como R, es el nimero reproductivo basico definido en (36).
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Para la matriz P, los demas valores propios vienen dados por
la solucidn de la ecuacién

g ap, ﬁz
(44 (1= p) +8)uty + @) 14,

0, (76)

de donde se obtiene el nimero reproductivo basico R,
definido en (55).

A continuacién se prueba la estabilidad asintdtica local
del equilibrio libre de infeccién E,.

Proposicion 4.1 Si Ry<1 o R <1, el equilibrio libre de
infeccion E, definido en (23) del sistema (6) es local
asintéticamente estable en Q definido en (7). Si R,>1 o
P, >1 entonces E, es inestable.

Demostracion. Basta verificar que el sistema (6) satisface
las hipdtesis (A )-(A;) de [11], donde el contador j
representa un compartimiento del sistema reorganizado
(67).

1. (A):Si X >0 entonces F;, Vj y V] >0 Vj=1,..6.En
efecto, pues cada funcién representa una transferencia
directa de individuos (humanos y mosquitos).

2. (A):Si X;=0 entonces V; =0 Vj=123. En efecto,
si E,=1,=1,=0, entonces V;, V, y V; son todas
iguales a cero.

3. (A): F=0 Vj>3. De (68) se observa que
F=KR=FK=0,

4. (A):Si XeX, entonces Fj(X)=0y V=0 Vvj=123,
Puesto que X, ={E.}, entonces de (71) se observa que
R(Eo) =R(E) =R(Ey) = Vi (Ey) = V; (Ey) = V5 (B,) = 0.

5. (As): En una vecindad del cero todos los valores
propios de Df(E,) tienen parte real negativa. Para
verificar esta propiedad basta notar que de (70) el
conjunto de valores propios de Df(E;) estd particionado
en el conjunto de valores propios de la matriz -V yla
matriz —-J,. Puesto que la parte real de los valores
propios de J, son positivos, entonces la parte real de los
valores propios de -J, tienen parte real negativa. Luego
el signo de la parte real de los valores propios de Df(E,)
estd caracterizado por el signo de la parte real de los
valores propios de F, -V . Sea

J=FR-V. (77)

El Teorema 2. de Driessche y Watmough (2002)
garantiza que s(J,)<0 si y sdlo si Ry R <1, donde s(J;)
denota la abscisa espectral de la matriz J; (el maximo de la
parte real de todos los valores propios de J;). Puesto que la
parte real de los demas valores propios de J; es menor que
s(J;), entonces se concluye que la parte real de todos los

valores propios de la matriz J; tienen parte real negativa si y
sélosi Ry, R, <1.

4.2 Estabilidad global del equilibrio libre de infeccién

A continuacién, usando el principio de invarianza de
Lasalle y el Teorema de Lyapunov (Perko, 1991), se prueba la
estabilidad asintdtica global de la solucién de equilibrio libre
de infeccidn E,. La Proposicidn 4.2 se plantea para la fuerza
de infeccidn de mosquitos g, el caso B, es andlogo y se
enuncia en la Proposicidn 4.3.

Proposicién 4.2 Si p"<0 y R? </, entonces el equilibrio
trivial libre de infeccién E, es global asintéticamente
estable en Q donde,

— ﬂhﬂvaA\/:qux
(=1 = .
+AH/“5(a+/uH)[:uH (1-p)+4] 8

Demostracién. Por la Proposicidn 4.1, se sigue que E, es
local asintéticamente estable en Q cuando R?<1.

Definase
- BBy 1y,
TRt ()t (1) + 01 (79)
Mediante calculos sencillos se verifica que
R.=RZ+1-/. (80)

Ahora bien, supéngase que Ry </, lo cual por (80) es
equivalente a suponer que R.<1l, 'y sea
(Su(®),E (1), 15 @), Ry (1), S, (1), Iy (1)) una solucién positiva del
sistema (6) para la cual N, (t) =S, (t)+1,(t), entonces por
hipdtesis del Lema 2.1 se sigue que

N, (1) < v
Hy

Puesto que I,,(t)<N,(t) y p" <0, entonces

Ny () = Ay =4y Ny + 1,071,
> Ay =Ny +2,0°'Ny,
= Ay + 44 (1= PN,

Luego

A

N, () > —H .

" =)

Se probard la existencia de una funcién de Lyapunov
para el sistema trasladado
x=F(x+E,)-F(E) = f(x),
donde el sistema

y=F(y)

tiene a Y=0 como solucién de equilibrio y F
representa el campo vectorial definido por el lado izquierdo
del sistema (6). Considérese la siguiente funcidn:
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VS Bl Ry Sy 1) = 1y + A, M@ )y
B af,

y definase

- . A A
VS, Ely Ry 8,1 )BY [SH——“,EHJH,RH,SV——VJV]. (1)
Hy Hy

A continuacién se prueba que la funcién V definida en
(81) es una funcion de Lyapunov. En efecto, V es definida
positiva pues V(E)=V'(0)=0 y V>0
V(S En 1 RS, 1) = Ey €Q y adem3s la derivada orbital
de V alolargo de las trayectorias de (6) viene dada por

_ov ov
=—=fi+.+—=";
Sy, al,
_ oV’ ov” oV
= + fo+— fs
oSy —Anluy) oSy —Ay/m) aly

=0, +4 g, LA ) |

B af, i

%

*

f,+

MO M) [0 (1 pT) 4 )N, +aE,]
af,

A mlarm)lm@-p)+6]] [Na=S4 ]|
LNy ! ap, " Ny Y
[ B _mla+m)lu(1-p)+31],
L Ny Y afp, "

IA

3 ﬁv[ﬁ] (ot )l (1-p)+61 |
A ap, :
| #a(1=p)

=_AH,Ll\f(a+luH)[/uH (1_p*)+5](l_p*)x(R -l
Braha * "

Por el Lema 2.1 el primer factor es positivo y por
hipdtesis se tiene que R.<l. Entonces V<0, VI, 20 y
VI, 20, sea

A:{(SHrEHrIHvRH,S\,JV)l\/ =0},

entonces
Ac{(Sy . En 1y Ry Sy ) i1y =0R0{(Sy, By 1y Ry, Sy 1) 1]y, = 0F
Sea A A el mayor conjunto invariante con respecto (6) y
sea

(S En 1 Ry S L) (67)

una solucién de (6) en A', entonces (Sy.Ey, 1Ry, Sy, 1)
estd definida y es acotada VteR Puesto que
AIC{(SH:EH:IHrRHrsvrlv):IH:O} entonces IH(t)EO; y
reemplazando en el sistema (6) se obtiene que
E,(t)=R,(t)=1,(t)=0, mientras que de la primera y quinta
ecuacién de (6) se obtiene que S, (M) =Ay/uy y S\ O)=A/u .
Por tanto A" ={E,}. Por principio de invarianza de LaSalle, E,
es un atractor global, es decir E, es global asintéticamente
estable cuando RZ < /.

Corolario 4.1Si p" =0y R, <1, entonces el equilibrio libre
de infeccion E, del sistema (6) es globalmente
asintéticamente estable.

Demostracién. Basta observar que de la definicién de ¢
que cuando p" entonces ¢ =1.

Para el caso de la fuerza de infeccién de los mosquitos
B, se tiene la siguiente proposicién.

Proposicion 4.3 Si R, <1, entonces el equilibrio trivial libre
de infeccién E, es global asintéticamente estable en Q.

Demostracién. Considerando la funcién de Lyapunov
definida (81) y usando el hecho de que

igl

NV
se verifica que la derivada orbital de V sobre el sistema
(6) es no negativa.

4.3 Estabilidad de las soluciones de equilibrio
endémicas para el caso constante

A continuacidn, se analizara la estabilidad asintdtica
local de las soluciones de equilibrio endémicas del sistema
(6) para f, i=12 constantes. Se iniciara analizando la
estabilidad local de los equilibrios endémicos a través de la
linealizaciéon del sistema (6) alrededor del equilibrio
endémico E, la cual estd dada por X =J(E)X, donde
X =(Sy,Eus 14, Ry, Sy, Iy) 'y la matriz jacobiana J evaluada en
E estd dada por
jll le le j14 0
jZl - j22 - j12 - j12 0
0 a -y 0 0 0
‘](E): 0 0 9 _j44 0 0 | (82)

_j51 _jsz _jsa _j54 J

Jsr sz Isa Jsa Jes  les

Donde

) s _ S _ s
n@ =5 ) 1a@=R ) =0 f

. S . S . S
J1G(E):ﬁ’—; . J21(E) = By (l—NiHJ Jzz(E):ﬁ:‘ H +a+uy,
v H H

. aE . . dg,
Jsa(E) = —" ja(E)= o+ uy Js:(E) = b Sy
Iy ds,,
A S
is2(E) = dE,, Sy Jsa(E)= dr, Sy I(B)= aR, Sy
j —% i :,% i — dg;
Jss(E) = ds, Sy +(Bi+ ) Ise(E) al, Sy Jes(E) as, S, + 5
. ds ,
Jes(E) = Fﬂ'sv — M, para i=1.2. (83)
v

Obsérvese que para f, constante, se satisface que

0= j5i(E) = s2(E) = Js3(E) = Jsa(E) = Js6(E)
Iss(E) =—(B,+ 1)
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Jes(E) = B,
Joss(B) = =14

En este caso se verifica que los valores propios de J(E)
definida en (82) estan dados por

K ==(B+m) K=,
y las raices del polinomio de grado cuatro

Kt +ar’ +an’ +agx+a, =0, (84)
donde

P R R

&, = —h(Joo + Jas + Ja) + Joo(Jsa + Jaa) + Jssaa + Qo = Jorkro

8y = — Juy(Jao s+ Joodas + Jasaa) + JooJsadas + Aio(= his + Jas+9)
= Jaahio(las + Jaa) = Glor )iz

a, = 7( j11j22 + le j21) j33j44 - aé( j11j12 + j14j21) - aj1z(j11j44 + j21j44)-

El criterio de Routh-Hurwitz [13] establece que si a, >0,
D, =8>0, D,=aa,-a,>0 y D3:a1(a2a37a1a4)7a32>0;
entonces las raices de la ecuacién (84) tienen parte real
negativa. A partir de los componentes j,, definidos en (83)
se obtienen la siguientes desigualdades

- j11 >0,- j11 > 1211 jzz > j12 +a, j44 > j14yj33 >6. (85)

Después de algunos calculos y simplifaciones, y ademds
utilizando las desigualdades definidas en (85) se verifica que

&, > Jul=hinjor = Jau(J +@)1>0
D=a>0
D, =aa,-a,
= (3)* Uoa + Too + oo+ Jaa) + @ Jio (s + Jas— )
+(sa + Jaa)lJssdas + (= hia+ J22)(Jaa + 140)1> 0. (86)

Siguiendo un procedimiento similar se verifica que
3,8, —,3, > 0. Ademas, multiplicando la desigualdad anterior
por a y repitiendo el procedimiento se verifica que D;>0. En
consecuencia, todos los valores propios de J(E) tienen parte
real negativa lo cual implica la estabilidad local del equilibrio
endémico E. Los resultados anteriores se resumen en la
siguiente proposicion.

Proposicion 4.4 Si p, es constante, entonces el equilibrio
endémico E es local asintéticamente estable en Q
cuando R >1.

Siguiendo un procedimiento similar se obtienen
resultados analogos para el equilibrio endémico E cuando
P, constante y para el equilibrio endémico E" cuando S, es
constante.

Nota 4.1 A partir de los resultados tedricos anteriores se

verifica la existencia de una bifurcacién hacia adelante
cuando alguna de las fuerzas de infeccién es constante; es
decir, el equilibrio libre de infeccién estable se bifurca en

un equilibrio endémico estable cuando el numero
reproductivo bdsico es uno.

5. SIMULACIONES NUMERICAS |

Los valores de los pardmetros descritos a continuacion
fueron tomados de los informes presentados por el Sistema
Nacional de Vigiliancia en Salud Publica (SIVIGILA) en el
Pacifico Narifiense, durante el periodo comprendido entre
finales del afio 2000 y el aflo 2001, periodo en el cual se
registré un crecimiento acelerado de casos de malaria en los
municipios ubicados en la costa pacifica narifiense. Dentro de
la misma zona se pudo observar un dinamismo de la
enfermedad, lo cual provocé que ciertos municipios
presenten un mayor riesgo que otros. Por tal razén, al
estratificar el riesgo por municipios y sectores en el afio 2001,
se permiti6 hacer un seguimiento mas cercano del
comportamiento de la enfermedad con el fin de precisar en
las medidas de control a tomar. Los rangos para los valores
de los parametros fueron tomados de Chitnis (2005).

A continuacidn se caracterizan dos conjuntos de valores
para los pardmetros del modelo (6): el conjunto de
pardmetros para zonas de transmisiéon alta y zonas de
transmisién baja en San Andrés de Tumaco-Narifio (SAT).
Cuando la fuerza de infeccién para mosquitos considerada es
p., se tiene que en zonas de transmisién alta R, =8.04 y las
soluciones de equilibrio tienden al equilibrio endémico E=
(8.621, 2.703, 69.717, 18.236, 8.587, 36.997), mientras que en
zonas de transmision baja R, =0.56 y las soluciones tienden
al equilibrio endémico E =(5.230, 1.242, 10.720, 3.171, 22.040,
41.660). Cuando la fuerza de infeccién es fB,, en zonas de
transmision alta R, =599 y las soluciones tienden al
equilibrio endémico E =(7.814, 2.729, 70.391, 18.415, 4.346,
41.238) y en zonas de transmisién baja R, =042 vy las
soluciones tienden al equilibrio trivial E, definido en (23).

En la Tabla 2 se muestran los valores asignados para los
parametros descritos en la Tabla 1, los cuales estan medidos
en dias como unidad de tiempo.

Tabla 2. Valores de los parametros del sistema (6) con unidad de tiempo dias.
La descripcién de los pardmetros se encuentra en el Cuadro 1.

Parametros Zonas transmision alta Zonas transmision baja
a 0.10 0.10
1y 0.0039 0.0025

0.00102 0.0012!
Hy 5
P 0.0090 0.009
5 0.0029 0.0029
By 0.70 0.40
Lo 0.20 0.32
& 0.45 0.29
3 0.27 0.10
A 0.0091 0.0002
Ay 180 160
Ay 100 90
[2) 0.01 0.01
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Figura 1. Gréficas para las simulaciones numéricas del sistema (6) en zonas de transmisidn alta de SAT. A la izquierda considerando la fuerza de

infeccién para mosquitos 4, y a la derecha considerando /3,. En este escenario con /3, se tiene que R, =8.04 y las soluciones tienden al

equibrio E =(8.621, 2.703, 69.717, 18.236, 8.587, 36.997). Con f3, se tiene que P, =5.99 y las soluciones tienden al equilibrio E =(7.814, 2.729,
70.391, 18.415, 4.346, 41.238). Las condiciones iniciales fueron (30.000, 28.000, 22.000, 10.000, 10.000, 8.00). Las simulaciones fueron realizadas
usando ode45 de MATLAB.

De la Figura 1 obtenida con datos de zonas de
transmisidn alta en SAT, se puede observar que cuando en el
sistema (6) se considera la fuerza de infeccion de los
mosquitos S, se obtiene un leve aumento de los casos de
humanos infectados y una disminucién considerable de los
casos de mosquitos infectados, con respecto a los resultados
obtenidos con la fuerza de infeccién B, lo cual sugiere que
con la inclusién de estrategias de control en el modelo, la
erradicacion de la infeccién se obtendria mds facilmente
considerando la fuerza de infeccion f,. La afirmacién
anterior es corroborada si se observa la Figura 2, pues para
zonas de transmision baja en SAT, con la fuerza de infeccién
de los mosquitos f; se observa que las soluciones tienden a
un equilibrio endémico, mientras que cuando se considera
B, se obtiene la solucién de equilibrio libre de infeccién. Lo
anterior resulta evidente, teniendo en cuenta que para el
modelo que considera B, no existe una bifurcacién hacia
atras.

6. DISCUSION |

En este trabajo se modeld la dindmica de transmisién de
la malaria considerando la interaccién entre la poblacién
humana N, en los estadios de susceptibles, expuestos,
infectados y recuperados de la enfermedad, y la poblacién
de mosquitos N, en los estadios de susceptibles e
infectados con Plasmodium, el pdrasito que ocasiona la
enfermedad de malaria. La transmisidn de la enfermedad fue
modelada de forma horizontal, es decir por picadura del
mosquito, y de forma vertical, esto es, de madre infectada a
hijo. Se propusieron dos modelos distintos: uno cuando la
fuerza de infeccién del mosquito depende de la poblacidén

total humana, la cual es clasica en la literatura, y el otro
cuando la fuerza de infeccién de los mosquitos depende de
la poblacién total de los mosquitos, la cual no se ha
encontrado aun en referencias.

Los resultados del andlisis cualitativo del modelo
evidenciaron la existencia de una unica solucién de equilibrio
libre de infeccién E,, cuya existencia es independiente de la
fuerza de infeccién considerada. Se probd, usando el nimero
reproductivo bdsico para cada caso, que la solucién de
equilibrio libre de infeccién es local y asintéticamente
estable, siempre y cuando el nimero reproductivo bdsico se
mantenga por debajo de uno; con condiciones adicionales se
logré probar la estabilidad asintdtica global del equilibrio
libre de infeccidn. Lo anterior sugiere que cuando el nimero
de infecciones secundarias producidas por la introduccién de
un individuo infectado a una poblacién susceptible es menor
que uno, la enfermedad de malaria puede controlarse
empleando esfuerzos minimos.

Otro resultado interesante, hace referencia a la
dependencia de los nimeros reproductivos bdsicos a los
parametros. En la literatura se encuentra que el nimero
reproductivo bdsico no depende explicitamente del periodo
de latencia de los humanos «, mientras que en el presente
trabajo se encontré que el nimero reproductivo basico para
cada una de las fuerzas de infeccién consideradas, depende
explicitamente del pardmetro «, cuya inclusidon segun
Mandal (2011) se ha demostrado que no solamente reduce a
largo plazo la prevalencia de individuos infectados, sino que
también la tasa de progresion a dicho estado.
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Figura 2. Gréficas para las simulaciones numéricas del sistema (6) en zonas de transmisién baja de SAT. A laizquierda considerando la fuerza

de infeccién para mosquitos 4, y a la derecha considerando /3,. En este escenario con /3, se tiene que Ry =0.56 y las soluciones tienden al

equilibrio E =(5.230, 1.242, 10.720, 3.171, 22.040, 41.660). Paran f3, se tiene que P, =0.42 y las soluciones tienden al equilibrio trivial. Las
condiciones iniciales fueron (30.000, 28.000, 22.000, 10.000, 10.000, 8.00). Las simulaciones fueron realizadas usando ode45 de MATLAB.

Por otro lado, el R, definido en (36) y el B, definido en
(55) son independientes de la tasa de recuperacién, ademas
son crecientes con respecto a los parametros B, y B,
mientras que decrecen con respecto a los parametros #,, A
y p, lo cual sugiere que para efectos de incorporar
estrategias de control, se deberian tener en cuenta aquellas
que afecten directamente la tasa de contacto entre humanos
y mosquitos, tales como repelentes o toldillos, entre otros.

El andlisis de existencia de soluciones de equilibrio
mostré que la existencia de soluciones endémicas depende
de la fuerza de infeccién considerada. Para el caso constante
se evidencia la existencia de un solo equilibrio endémico el
cual es local asintéticamente estable, sugiriendo Ila
estabilidad global del equilibrio endémico. Para el caso no
constante, bajo ciertas condiciones de los pardmetros,
existen uno o dos equilibrios endémicos, es decir, se sugiere
la existencia de una regién de bi-estabilidad, asi como
también de bifurcaciones transcriticas hacia adelante o hacia
atras.

Las simulaciones numéricas mostraron la posibilidad de
disminuir los esfuerzos para controlar la enfermedad si se
considera la fuerza de infeccién para los mosquitos 45,, lo
cual sugiere que la enfermedad es mas facil de controlar
cuando alguna de las fuerzas de infeccidn es constante; es
decir, cuando existe una relacién de proporcionalidad entre
la poblacidn total de individuos y la poblacién de individuos
infectados.

Para trabajos futuros se espera probar la estabilidad
global del equilibrio endémico para el caso de fuerzas de
infeccién constantes, asi como también probar la existencia

de bifurcaciones transcriticas. También se espera incluir
parametros de control para la enfermedad y hacer analisis
costo-efectividad de las estrategias de control consideradas.
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