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Dinamica de una rueda
sobre terreno deformable

Alexandre Campos®, Carlos F. Rodriguez™

Resumen

ebido a la complejidad de los terrenos

deformables, especialmente cuando se

trata de tierra, la cual tiene pro-
piedades que la hacen complicada de modelar,
se hace necesario conocer la interaccion rueda
terreno deformable, que atin no tiene un modelo
dindamico establecido. Por medio de la dindmica
newtoniana convencional, de la semejanza con
el proceso de laminado con el de compactacion
de suelos y por el andlisis de un fluido por
debajo de una rueda andloge a una rueda en
deslizamiento sobre un terreno que se deforma,
se ha implementado. un modelo en el cual la
rueda es rigida y el terreno se deforma por
debajo de ésta y se han corroborado las simu-
laciones del modelo con la experimentacion de
un vehiculo sobre una pista de arena en lo que
refiere a porcentajes de deslizamiento con

Mueva Granada.

respecto a velocidades angulares y pesos de la
ruedn.

Descriptores: Dindmrica de vehticulos, laminado
plano, deslizamiento.

1. Introduccion

Las propiedades del terreno pueden cau-
sar variaciones mas grandes en las fuerzas
de traccion o frenado desarrolladas por la
llanta. Algunos ejemplos de terrenos rigi-
dos, mas usuales, que alteran las fuerzas
longitudinales son: la nieve, el barro, el
hielo, la arena, pavimento mojado (capa
de agua) etc.

Las variables que caracterizan un terreno
no rigido influyen en gran manera en las
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propiedades mecanicas describen las res-
puestas de la llanta a la aplicacion de una
carga y un torque. La respuesta de la llanta
esta dada por la generacion de fuerzas ex-
ternas y deformaciones, las cuales afectan
a la llanta pero también actian sobre el
terreno.

Con base en lo anterior se hace necesario
predecir una respuesta dinamica aproxi-
mada para una llanta en un terreno no
rigido.

En los diversos estudios acerca de las pro-
piedades de funcionamiento de las llantas
de vehiculos, no se ha modelado matema-
ticamente el comportamiento de las su-
perficies, o terrenos, que no son rigidas.

Los datos que se han utilizado para deter-
minar un terreno, en la mayoria de mode-
los, han sido los coeficientes de rozamien-
to estdtico y dinamico entre el material de
la llanta y el del terreno y otros coeficien-
tes, provenientes de ajustes experimentales.

Los estudios mas afines al tema realizados
antes, son:

* Modelos de llantas en piso rigido, co-
mo los expuestos por Fiala, Dugoff [1]
y Gym-Nikravesh [2], en los que fun-
damentalmente se estudian los esfuer-
zos soportados por la llanta longitu-
dinal, radial vy lateralmente. En estos
modelos se asumen coeficientes de
rigidez de la llanta a cada uno de estos
esfuerzos, o sea, la llanta se deforma
pero el piso no.

El movimiento de tierras en Ingenieria
Civil estudia los mecanismos de trans-
porte de tierra o el despeje de la misma
para construccién de carreteras, puen-
tes, etc. En este estudio se han obteni-
do algunas formulas prdcticas para
calcular la pérdida de potencia de la
magquinaria pesada, normalmente,
debido a la penetracion de la llanta en
el terreno. Por ejemplo se dice que la
pérdida de potencia transmitida entre
rodar sobre tierra firme y tierra blanda
es del 13%[3], o que por cada pulgada
de penetracion existen pérdidas en
funcién de la velocidad y del peso so-
bre las ruedas de traccion[4]. Pero no
se especifican radios de las llantas, ni
material del terreno, ni torque en el eje,
ni lo que sucede al arrancar del reposo.
Las propiedades de los suelos son fac-
tores claves en el comportamiento de
estos en el momento del paso de la
llanta. Teniendo en cuenta que el suelo
es un material que tiene propiedades
como: absorcién, capilaridad, com-
prensibilidad, elasticidad, permeabi-
lidad v plasticidad entre otras [5], no
se puede modelar como un metal o un
fluido, sino que se debe tratar como
elasto-viscopldstico. Ademas es im-
portante tener en cuenta la cohesion
de los suelos que es la que nos permite
conocer cual es el esfuerzo cortante
por deslizamiento si se tiene la friccion
interna del terreno [6].

El hidroplaneo es el efecto de pérdida
de contato entre la llanta y el piso,
debido a una cufa de agua que vence
la presién interna de la llanta a la
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entrada de la misma y rapidamente se
propaga hasta la salida; durante la
pérdida de contacto la llanta gira sobre
un fluido, el agua [7].

2. Modelos matematicos
2.1. Dinamica Newtoniana

Una aproximacion que se realiza al proble-
ma es por medio de dos ecuaciones: la se-
gunda ley de Newton y la conservacion
del momento cinético, que rigen la dina-
mica Newtoniana, aplicadas a una rueda
subiendo un escalén, como en la figura 1.

Torgue

Friccion {f)

Peso (m.g)

Figura 1. Modelo dinamico de escalén

Con estas ecuaciones y considerando
coeficientes de friccion estaticos y cinéticos
se analiza el modelo escalon, tanto en ro-
dadura como en deslizamiento. De mane-
ra que si las condiciones exceden la roda-
dura los calculos se encuentran por las
féormulas que rigen el deslizamiento.

Por medio de los calculos se tiene la fuerza
de friccion f:

f=(m*¢* I*sin(@)+ T m*r*)(m*r"2+1) (1)
Siendo, m la masa, g la aceleracién de la
gravedad, I el momento de inercia de la

rueda, # el angulo del escalon, T el torque
aplicado y el r el radio de la rueda.

Se llega al estado de deslizamiento si:

f>(u_s*m*g*cos(8)) (2)

y se tiene, para cada instante:
ax=((i_k*cos(theta)-sin(8))*g*cos(@) (3)

o=(T-(U_k*m*g*cos(8)*r)/1 (4)

w=iw+a*A_f {5)
Con la aceleracion angular (ax) en la
direccion X, el coeficiente de friccion
cinético (t_k), la aceleracion angular (o)
y la velocidad angular de la rueda ().

En caso en que f sea menor o igual que lo
estipulado se permanece en rodadura y se
tiene, para cada instante:

ax=(((T*r)(I+r*2%m))-

((rA2%m*g*sin(O)/(T+r22%m))) *cos(8) (6)
o=(ax/cos(@)Ir (7)
w=w+o*A_t (8)

Para simular las propiedades fisicas del
terreno se asumen que éste solo se
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deforma verticalmente como un sistema
de resorte amortiguador (elastico - visco-
so) para cada punto de contacto individual
con la rueda; asi cuando la rueda comienza
su movimiento sélo tiene contacto con un
punto en el terreno y sélo se despega de
éste cuando logra estar completamente
encima del punto; en este lapso de tiempo
este punto se hunde segun las caracteris-
ticas elasticas y viscosas. Al igual que en
los demas modelos sélo existe contacto en
la parte delantera de la rueda.

Por medio de este modelo se puede calcu-
lar el minimo torque para que arranque
la rueda, asi como al maximo torque antes
de que se produzca deslizamiento de
acuerdo con las demas variables.

Tmin=r*m*g*sin(8) (9)

Tmax=((1_s*g*cos(8))*(m*r"2+1)- g*I*-
sin(0))r (10)

2.2. Laminado

En la mecdnica del laminado plano, una
tira de material entra al conjunto de rollos
con un espesor inicial h0y es reducida por
la rotacion de los rollos hasta un espesor
final hf. La velocidad superficial del rollo
es Vr. Para guardar la rata de flujo material
constante, la velocidad de la tira debe
aumentar a medida que pasa a través de
los rollos (tal como un fluido en una tobe-
ra). A la salida del conjunto de rollos la
velocidad de la tira es Vf. Debido a que Vr
es constante alrededor de toda la superfi-

cie del rollo, ocurre deslizamiento entre el
rollo y la tira [8].

Al estudiar el comportamiento de una tira
de metal al pasar por los rollos se observa
una gran semejanza con el problema anali-
zado en cuanto a:

* Elcaso del laminado se puede aplicar
el terreno viscoso teniendo en cuenta
solamente un rollo y la mitad de la Ia-
mina a ser procesada, que es lo que
sucede en el caso de la compactacion
de terrenos por medio de aplanadoras,
ver figura 2.

Desplazamientn
b T

Compactador

I
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*‘(ﬂ,— e 1*:‘.)‘_1“: Y

Figura 2. Proceso de compactacion
de suelos

¢ Enel centro de la rueda el proceso de
compactacion del terreno es igual al
del rollo sobre la lamina.

* Tantoen el proceso de laminado como
en la llanta ocurre el deslizamiento
longitudinal, que es clave en el mode-
lado de la llanta, debido a la diferencia
de velocidades, ver figura 3.
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Rol

Figura 3. Velocidades en el proceso
de laminado

El objetivo principal en los célculos de este
proceso es encontrar el torque y la poten-
cia necesarios, que se han de aplicar a los
rollos, para lograr la reduccién del drea
seccional de la lamina; lo cual se aplicara
igualmente al caso de la rueda en un terre-
no deformable.

Un elemento infinitesimal a la entrada y a
la salida es mostrado en la figura, se puede
notar que la tinica diferencia entre un ele-
mento de la zona de entrada y uno de la
zona de salida es la direccion de la fuerza
de friccion, utilizando la ecuaciéon de
Newton, suma de las fuerzas es igual al
cambio de Momentum con respecto al
tiempo, para el equilibrio y sin variacion
en la masa con respecto al tiempo,
tenemos:

(o+day) (h+dh)-2prdPsind-c,hd=0 (11)

Siendo x el esfuerzo en la direccion X, h el
espesor de laldmina, p 1a presion del rollo,
u coeficiente de friccidn y @ el angulo de
ataque de la lamina.

Como se ve en la figura 4:

b

Figura 4. Diagramas de cuerpo libre del
laminado, antes y después del punto neutro.

5i se asume el criterio de distorsion de
energia para deformaciones planas, con gl
v 03 como esfuerzos principales sobre el
material y Yf su esfuerzo de fluencia, se
tiene:

o, — 0, =2/(3) *Yf=YF' (12)
p-o.=Yf’ (13)

debido a las diferencias de velocidades
entre el rollo v la ldimina aparecen dos fuer-
zas de rozamiento opuestas entre ambos,
las cuales se encuentran en el punto neu-
tro, por lo tanto existen una presion de en-
trada, antes del punto neutro, y otra de
salida después del punto neutro asi:

b
P..=Y]j ho '€

prHikh

_h_

P,.am.: puls jl E oM (14}

Haciendo hf y ho los espesores, final e ini-
cial, respectivamente, de la lamina. Con:
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o qro Al fr (14)
H_zjhf tan j;f*?

Asi pues si se varia el angulo ¢ desde 0
hasta o, dngulo que comprende el arco de
contacto total, se tiene la curva de presion
sobre la lamina o terreno.

Igualando las presiones de entrada y sali-
da se encuentra el dngulo ¢ correspon-
diente al punto neutro.

Al graficar P/Yf a lo largo del arco de
contacto, teniendo en cuenta la posicion
del punto neutro, se obtienen las diferen-
tes graficas para diferentes coeficientes de
friccién, ver figura 5.

[, TS

Figura 5. Presion/Esfuerzo de fluencia
v.s Longitud en el drea de contacto

Se observa que las presiones con friccion son
més altas que las sin ésta, los cual es espera-
do debido a que el trabajo requerido para
sobrellevar la friccion debe ser suministrado
por la fuerza del rollo o rueda sobre el
material o terreno. El drea bajo esta curva es

la fuerza por unidad de ancho de la rueda
que soporta el terreno y se puede obtener
por integracidn o por la presion promedio.

c.  Mécanica de Fluidos

Teniendo en cuenta la propiedad viscosa
del suelo se hace una aproximacion al pro-
blema por medio de algunos fundamentos
de la mecéanica de fluidos. Con el fin de
conocer el comportamiento de la Ilanta al
encontrarse en un medio no rigido, o sea,
que en este caso consideraremos que la llan-
ta gira pero no avanza ni verticalmente ni
horizontalmente, en cambio de ello el
terreno, fluido, pasa por debajo de la llanta.

Para realizar lo anterior es necesario consi-
derar el terreno que se encuentra debajo
de la llanta y en contacto con ella como
un volumen de control y analizarlo.

En la figura 6 se puede observar el modelo
del problema, en el cual la parte de fluido
central es tomada, como volumen de
control, para el analisis:

Volumen de
control a analizar

Figura 6. Volumen de control
para mecanica de fluidos
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Por medio del Teorema del Transporte de
Reynolds[9] se llega a las ecuaciones que
resuelven el modelo, al aplicarlo a la ecua-
cion de la cantidad de movimiento v a la
de la energia unidimensionalmente, en el
sentido del movimiento, teniendo en
cuenta las condiciones de frontera del
volumen de control, ver figura 7:

\&r

o< =0

N o

Figura 7. Propiedades en la frontera
del volumen de control.

siendo () el caudal, v la velocidad, h la
altura, Pa la presion atmosférica, g la ace-
leracién de la gravedad y p la densidad.

Considerando la conservacion de la masa.
Por daltimo se logran dos ecuaciones para
el volumen de control:

Q={[(Fs+(h-h.).(2.Pa+p.g.(h-h., ). 0.5.)]
t(1/h. -1/h)"})”

(16)
2 1
0o el a9l (17)
2 | thy 2 | th
Q Q
o g ADTRRERG Y

arco_sumegido

Con Fp la fuerza debido a la presion, T el
esfuerzo debido a la viscosidad y t el
espesor en el que actia la viscosidad.

Se tienen entonces dos ecuaciones no
lineales con dos incognitas: F, fuerza de la
rueda sobre el fluido y el caudal de fluido
que pasa por el volumen de control que
es proporcionar a la velocidad del fluido.

Al resolver numéricamente estas dos ecua-
ciones se encuentra la relacieon entre
caudal y velocidad angular, ver figura 8:

Transports de Reynolds

= Relacién @ Vs, |
1Y

| — Polinémica
[Fatacian O Ve.

y = 0.0048x% + 1E-05x - TEQS |
Valecidad Angular Ri=1 |

Caudal bajo la Rusds

Figura 8. Caudal Vs. Velocidad angular
por mecanica de fluidos

La curva anterior se ajusta una curva pﬂliu
nomica.

3. Experimentacion

Con el fin de observar el comportamiento
real de una rueda en un terreno defor-
mable se disend un experimento sobre
arena.
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Para construir una pista de terreno defor-
mable se encerrd arena en un drea de 3m
X 1m y con una profundidad de 0.1 m;
como vehiculo se empleo una silla de rue-
das que tiene acoplado un motor de co-
rriente continua a cada una de sus ruedas
traseras, ver figura 9; dichos motores son
controlados por una tarjeta programable.

Figura 9. Silla de ruedas y pista de pruebas.

Se realizé una rutina sobre el programa
de la tarjeta para los motores dieran un
determinado nimero de vueltas y se detu-
vieran, siendo posible cambiar la veloci-
dad a la cual debia llegar pasando un tiem-
po fijo, de tal modo que la aceleracion era
modificada para las diferentes pruebas.

Como segunda variable se utilizo el peso
sobre la silla, de manera que para cada
aceleracion se utilizaron diferentes pesos.

El objetivo en cada prueba era medir la
distancia real recorrida por la silla, y con
ésta encontrar el porcentaje de desliza-
miento de cada prueba y poder hacer

comparaciones de porcentajes a diferentes
aceleraciones y pesos.

Cada prueba se repetia tres veces, y luego
se actualizaban las velocidades finales y
al completar todo el ciclo se modificaban
los pesos sobre la silla.

Por medio de las pruebas se obtuvieron
resultados del porcentaje de deslizamiento
con respecto al aumento de la velocidad
angular, para diferentes pesos, hacia atras
o adelante, como se ve en la figura 10.

ARENA ATRAS

o 30 —
ELE G |
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il L B
§ v 4o
*
[ ] PR oni— L m e
i
L e |
-] e ngﬂ [ BIg
WEL ARG LAR =

Figura 10. Porcentaje de deslizamiento vs.
Velocidad angular en la experimentacion.

3.1. Conclusiones Generales de la Prueba:

Después de observar las graficas de los datos
tomados en las pruebas se pueden observar
caracteristicas que rigen la dindmica de una
ruda en un terreno deformable:

* A mayor peso a bajas velocidades me-
nor porcentaje de deslizamiento.

* A mayor peso soporta el aumento de
velocidad con bajos porcentajes de
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deslizamiento hasta un limite cuando se
dispara el porcentaje de deslizamiento.

3.2. Conclusiones Particulares de la prueba:

Algunos comportamiento de la prueba se
deben a esta en particular y no se pueden
generalizar, como:

* Sisobrelasilla el peso es bajo y la silla
5e desplaza hacia atras, se observa un
aumento en el porcentaje de desliza-
miento, mientras que hacia adelante
el porcentaje de deslizamiento baja; es-
to debido a que las ruedas delanteras
de la silla son mas finas e indeforma-
bles que las traseras, y aplanan el
camino por el cual las ruedas traseras
de traccion han de pesar.

* Sisobre lasilla el peso es alto y la silla
se desplaza hacia atras, se observa una
disminucion en el porcentaje de desli-
zamiento, mientras que hacia adelante
el porcentaje de deslizamiento aumen-
ta; esto debido a que las ruedas trase-
ras de la silla estin mas deformadas y
tienen mas area de contacto, lo cual
provoca menos penetracion en la
arena y mayor recorrido.

* Para altos pesos sobre la silla existe
menor diferencia entre los porcentajes
de deslizamiento hacia atras o hacia
adelante, por la misma razén del
punto anterior.

* En altas velocidades existen proble-
mas en la marcacion, del punto final

del recorrido debido a deslizamiento
de frenado.

* La mayoria de los porcentajes de
deslizamiento se encuentran entre 10

y 30%.

4. Modelo Final

Teniendo en cuenta lo anterior se propone
el modelo de dinamica newtoniana con
algunas modificaciones. Al observar la
grafica del laminado en el cual existe el
deslizamiento entre rueda v terreno en
toda la zona de contacto menos en un
punto, y que este punto se desplaza hacia
atrds a medida que el coeficiente de adhe-
rencia disminuye, se concluye que este es
un estado muy rapido de paso de la roda-
ruda al deslizamiento, o sea de la fase pu-
ramente eldstica a la puramente viscosa.
Por las graficas de mecanica de fluidos se
tiene que es el estado en que existe desliza-
miento entre rueda y terreno, v que a me-
dida que se aumenta la velocidad angular
de la rueda en esta fase la fuerza de trac-
cion disminuye, a medida que pasa mas
volumen de material por debajo de la mis-
ma (proporcional al cuadrado de la veloci-
dad angular), o sea que la rueda esta exca-
vando en el terreno.

Para corregir el modelo de dinamica
newtoniana se debe restar una distancia
al tamafio de la aguja proporcional al cua-
drado de la velocidad angular de la rueda
cuando ésta se encuentra en desliza-
miento,
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Por medio del modelo filial se llegé a
relaciones entre porcentaje de desliza-
miento y velocidades angulares (altas o
bajas), v entre porcentaje de desliza-

miento, ver figura 11.

PORCENTAJE DE DESLIZAMIENTO VS VELOCIDADES
ANGULARES BAJAS

T~
~

PORCENTAJE DE DESLIZAMIENTO VS VELOCIDADES
ANGULARES ALTAS (para diferentes masas)

DINAMICA PORCENTAJE DE DESLIZAMIENTO
VS COEFICIENTE DE ADHERENCIA

Figura 11. Relaciones por medio
del modelo filial

5.

Resultados

Se propone un modelo que contempla
la elasto-visco-plasticidad del suelo.

Se determina el laminado como un es-
tado trasciende de paso entre roda-
dura y deslizamiento.

Se corrobora el modelo con las pruebas
a bajas velocidades.

Se determina el comportamiento espe-
rado a altas velocidades.

Se encuentran rangos de coeficientes
de adherencia para deslizamiento y ro-
dadura por la saturacién de las curvas
contra porcentaje de deslizamiento.

El modelo s6lo contempla rueda rigida
y terreno deformable.

Se puede calcular el torque 6ptimo de
un vehiculo para lograr la mayor velo-
cidad lineal sin atascarse en el terreno
a cada paso de incremento de tiempo,
con el fin de implementarlo en el
control de vehiculos.
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