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Resena Historica

de los Numeros Reales

Lucio Rojas Cortes*

Introduccion

n nuestro aprendizaje de las ma-
teméticas, hemos tenido la ne-
cesidad de adoptar algtin concepto

de ntimero. La forma compleja del con-
cepto de ntimero real plantea problemas
didécticos dificiles de resolver. Su defini-
cién rigurosa es complicada y se necesita-
ron muchos siglos para su desarrollo.

Las primeras ideas de niimero aparecen
en los albores de la civilizacién. Los anti-
guos babilonios y griegos conciben
alrededor del aiio 2000 a. De C., una arit-
mética en la que ya daban origen a las
fracciones. Con Pitagoras, en el afio 525 a.
de C., los griegos descubren la necesidad
de adoptar niimeros irracionales como2.
En el afio 375 a. de C. Eudoxio presenta la
teorla de los inconmensurables para
representar irracionales como limite de
magnitudes racionales.

Los niimeros negativos que aparecen en
la solucién de diversos problemas, se con-
sideran como absurdos y solo se manejan
libremente a partir del siglo XVII, no es
sino hasta la segunda mitad del siglo XIX
que Cantor, Dedekind y Weierstrass desarro-
llan teorias rigurosas del ntimero real in-
cluyendo racionales e irracionales.

Asi reemplazando las magnitudes de Eu-
doxio por construcciones a partir de na-
meros 1, 2, 3,..., Cantor construye irracio-
nales como “sucesiones de racionales” v,
finalmente Dedekind como “cortaduras en
clases infinitas de racionales”. El Avance de
las matematicas ha permitido la cons-
truccion de los niimeros reales bajo otros
conceptos como el de intervalos encajados
y sucesiones de Cauchy.

Estas teorias son equivalentes y permiten
construir el continuo de los ntimeros reales
a partir de los niimeros racionales. Los
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ntimeros racionales se construyen a partir
de los enteros y estos tltimos a partir de
los ntimeros naturales o sea que el ci-
miento de este edificio llamado “niimeros
reales” es el conjunto de los nimeros natu-
rales.

1. Nameros Naturales

El concepto de axioma y el método
axiomatico empez6 a afinarse a finales del
siglo XIX; especialmente en la década
comprendida entre 1.880 y 1.890, se rea-
firmé la independencia entre las teorias
mateméticas y cualquier tipo de inter-
pretacion de los objetos y de las afirma-
ciones de la misma en alguna “realidad
concreta”, haciéndose énfasis en el caracter
abstracto de las cosas que maneja la
matematica. El trabajo mds célebre reali-
zado en este campo es quizas el de G. Peano
(1858-1932) y sus colaboradores quienes se
empenaron en desarrollar simultaneamen-
te con la matematica un célculo légico,
teniendo como meta la formulacién de las
teorias matematicas en un lenguaje
simbélico y semejante al de la16gica formal.

El fin primordial de Peano no era la funda-
mentacién matemaética; su interés era
primordialmente metodolégico: la axio-
mética se presentaba como la herramienta
6ptima para estudiar las teorfas matema-
ticas. En este sentido la corriente por él
impulsada puede distinguirse sensible-
mente del llamado “formalismo”.

Entre la gran obra de Peano, es especial-
mente conocido su desarrollo axiomético

de la aritmética (1891). No se trataba en
este caso de explicar la naturaleza de los
nimeros o en otros términos, no se inten-
taba responder a preguntas como, ;qué es
un nimero natural?, sino que tomando
este concepto como idea primitiva (sin
definicién) se trata de formular un siste-
ma, lo més simple posible, de axiomas que
caractericen la clase de los niimeros natu-
rales y que permita deducir por medio de
las reglas l6gicas de la inferencia todas las
propiedades de dichos ntimeros, es decir,
demostrar todos los teoremas de la
aritmética.

La clase de objetos se representaba, a
nuestra intuicién como una “sucesion” de
objetos obtenidos a partir de un objeto
inicial, o “cero”, por medio de un proceso
reiterado que consiste en pasar de cada
objeto al “siguiente”.

El conjunto de axiomas introducido por
Peano ha tenido aceptacién universal; Los
inicos términos técnicos que intervienen
son los de niimero natural, primer niimero
natural (cero para nosotros y uno para
otros) y el “siguiente de” o “sucesor de” sus
axiomas se han llegado a considerar como
base de todos los conocimientos matema-
ticos son cinco:

Ni: 0 es un niimero natural.

Nz: El siguiente de todo niimero natural
es también un niimero natural.

N:: Si S es una coleccién de niimeros natu-
rales que cumple:
(i) 0 estdenS,
(ii) Si cada vez que un natural esta en
S, también el siguiente de él esté en 5,
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entonces, S es el conjunto de los nu-
meros naturales.

N« 0 nunca es el sucesor de un ntimero
natural.

Ns: Si los siguientes de dos niimeros son
tguales entonces los ntimeros son
iguales.

Elaxioma N recibe el nombre de “induc-
cion completa”. Es fascinante ver cémo a
partir de estos sencillos axiomas se desa-
rrollan ramas de la matematica como la
aritmética y el an4lisis.

2. Construccion de los
Niuimeros Naturales

a construccion de los niimeros na-

turales se apoya en la Teorfa de

Conjuntos. Actualmente se cono-
cen varias formas igualmente vélidas de
la teoria de conjuntos. Este hecho ha sido
la principal objecién a la concepcién
realista o “platénica”, que considera a los
numeros como objetos reales, ciertamente
no localizados en el tiempo o el espacio,
pero existentes independientemente en
nuestras mentes, aunque aprehendibles y
describibles por nosotros.

Si se quieren construir los niimeros natu-
rales a partir de la teoria de los conjuntos,
se debe escoger un sistema de axiomas de
esta teoria, el méas difundido es el de Zer-
melo-Frankel (Z-F):

(i) Axioma del conjunto vacio: existe un
conjunto (conjunto vacio) que no con-
tiene elementos.

(ii) Axioma de las parejas no ordenadas: da-
dos dos elementos cualesquieraay b,
existe un conjunto {a,b} cuyos elemen-
tos son exactamente ay b, sia =b,
entonces, el conjunto {a,a} = {a} tiene
exactamente un elemento.

(iii) Axioma del infinito: Existe por lo menos
un conjunto X tal que xe X, entonces,
(Xuix}eX.

(iv) El controvertido axioma de eleccién: cuya
consistencia en los demds axiomas es
demostrada Godel en 1.938 y cuya
independencia de ellos fue establecida
por P. Cohen en 1.963.

(v) Axioma de fundamentacion de regulari-
dad: agregado posteriormente para
excluir situaciones andmalas, como la
existencia de una sucesion infinita de
conjuntos A1, Az, As, ... tales que
A€ A1, Ase Ay, etc., y cuya idea se de-
be a S. Von Neumann.

Para llegar a la idea de niimero natural se
debe estudiar el concepto de cardinal (ni-
mero introducido por George Cantor) de
un conjunto. Se dice que dos conjuntos A
y B son equipotentes (A=B), si existe una
biyeccién de A sobre B. Se trata de definir
el cardinal de un conjunto A (#A) por abs-
traccion de la propiedad de equipotencia,
es decir, la propiedad fundamental del
cardinal debe ser la siguiente: dados dos
conjuntos cualesquiera A y B, #A =#B, si
y solo si A=B.

El uso formal de los cardinales presenta
grandes problemas, o sea, se adopta como
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“definicion” de trabajo que a todo conjunto
A selehace corresponder el “simbolo” #A,
con la propiedad esencial, anotada arriba
se pueden definir las operaciones entre
cardinales, estudiar sus propiedades, etc.
Por ejemplo;, 0 se define como #¢, 1 como
el cardinal comtn de los conjuntos con un
solo elemento, etc. El problema radica en
que #A debe ser un término definido
dentro de la teoria de conjuntos.

Hace un siglo se definié #A como el
conjunto de todos los conjuntos equipo-
tentes con A, pero esto condujo a conjun-
tos “paraddjicos”. Dentro del sistema de Z-
F se puede desarrollar la teoria de los
cardinales usando solo el axioma de
fundamentacién, pero no excluyéndolos
a ambos.

Para la construccién de los nimeros
naturales, no necesitamos el concepto de
cardinalidad de un conjunto cualquiera,
sino tnicamente el de cardinal de un
conjunto finito y para esto el sistema Z-F,
no necesita apelar al axioma de eleccion
ni al axioma de fundamentacién. Veamos
algunos conceptos:

(i) Decimos que un conjunto X es recu-
rrente, si ¢pe Xy para todo elemento x
eX, se tiene que (XUfx})e X, el axioma
del infinito nos dice precisamente que
existen conjuntos recurrentes.

(ii) Existe un conjunto recurrente minimo
W, en el sentido de que si X es un
conjunto recurrente arbitrario, la inter-
seccién de todas las partes de X que
sean conjuntos recurrentes es el con-

junto recurrente W, que no depende
de la eleccién de X, los elementos de
W son:

(iii) , 10}, {0, {01}, {0, (0}, (0, {9}}}, etc.

(iv)Decimos que un conjunto A es finito,
si A es equipotente a algtin elemento
de W, que serd por definicion #A.

(v) Se definen los niimeros naturales
como los cardinales de los conjuntos
finitos, es decir, como los elementos
del conjunto recurrente mInimo W.

No es dificil verificar que si llamamos
0=#¢ y definimos parane W el siguiente

de n como n’=nuin}, entonces W veri-
fica los axiomas de Peano.

Niy N2: se cumplen por ser W recurrente.

N2 si fuera ¢ = nufn}, tendriamos ne ¢,
contrario a la definicién de ¢.

Na: si SCW, tiene la propiedad de que ¢€S
y que para todoneS, (nufn})e S, entonces,
S es recurrente y por lo tanto contiene al
conjunto minimo de donde S =W.

N4 : Ante todo se muestra (usando N5)
que todo n tiene la propiedad de que si
pen, entonces pen. Una vez establecido
esto, supongamos que para m, neW, se
tenga m u{m} = n Un}; si fuera m # n,
tendrfamos necesariamente men,y nem,
luego, por la observacién anterior, mcn
y ncm, de donde m =n (contradiccidn).

Lo que se ha hecho es identificar los
naturales con ciertos conjuntos de tal
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manera que se obtengan las propiedades
matemaéticas que se desea tener para los
niimeros naturales. Mas precisamente
para estudiar la abstraccion de la propie-
dad de equipotencia de los conjuntos
finitos, hemos dado una manera candnica
de hacer corresponder a cada conjunto
finito, un conjunto muy bien determinado
que le es equipotente.

3. Los Numeros Enteros

1 origen de la nocién de niimero se

pierde entre las brumas de la pre-

historia; para llegar a este concepto
de por si ya muy abstracto, a partir de
situaciones concretas repetidas unay otra
vez debieron transcurrir, decenas de miles
de afios.

Los niimeros negativos no fueron conoci-
dos por los matematicos de la antigtiedad
salvo en el caso de Diofanto (siglo III D. de
C.) que en su aritmética al explicar el
producto de dos diferencias, introduce un
niimero con signo +. En el siglo VI los
hindties Brahmagupta Bhaskara usan los
niimeros negativos de un modo practico,
sin llegar a una definicién de ellos. Du-
rante la edad media y el renacimiento los
matemadticos rehuyeron el uso de nimeros
negativos, y fue Newton el primero en
comprender la naturaleza de éstos. Poste-
riormente Hamont (1560-1621) introdujo
los signos +y -.

Histéricamente los ntimeros negativos
surgen para hacer posible la resta en todos
los casos posteriormente se usaron para

representar ntimeros relativos, o, con
signo (por ejemplo, escalas de tempera-
tura).

Los niimeros enteros se pueden obtener
como diferencia de dos naturales. Si defi-
nimos m-n = (m,n) en donde m, neN.
Entonces podemos definir un nimero
entero como una pareja ordenada de dos
naturales, y como infinitas parejas deter-
minan el mismo entero, se consideran
equivalentes las que produzcan la misma
diferencia (el mismo entero), esto es:

(m,n)~(p,)Cm+qg=n+p

A partir de lo anterior, se definen las
operaciones entre clases de equivalencia
(enteros) y se determinan sus propie-
dades. También se establece la equiva-
lencia de la relacién antes definida y su
compatibilidad con las operaciones defini-
das. Por tdltimo se establece el orden en
Z,y sus respectivas propiedades.

4. Los Niimeros Racionales

Mucho antes de que los griegos (Eudoxio,
Euclides, Apolonio, etc.) realizaran la siste-
matizacion de los conocimientos matema-
ticos, los babilonios (segtin muestran las
tablillas cuneiformes que datan de 2000-
1800 a. de C.) y los egipcios (como se ve
en el papiro de Rhin), conocian las frac-
ciones.

Se definen los racionales en forma pare-
cida a la usada para definir a los enteros:
se parte del conjunto Z de los numeros
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enteros y su estructura, se define el con-
junto B = ZxZ y en ese conjunto se define
una relacién de equivalencia = (que tenga
4 C ) .

en cuenta - =-7 ) se define también en B
las operaciones @ y ®. La necesidad de
medir magnitudes continuas como la
longitud, el peso, etc. Llevd al hombre a
introducir los niimeros fraccionarios.

5. Los Numeros Irracionales

s indudable que fueron los griegos

quienes concibieron primero los

niimeros irracionales. Los historia-
dores atribuyen a Pitdgoras (540 a. C.), el
descubrimiento de estos, al establecer la
relacién entre el lado de un cuadrado y la
diagonal del mismo. Més tarde, Teodoro de
Cirene (400 a.C.) matemético de la escuela
pitagérica, demostré geométricamente
que V2,¥3¥5,7, etc., son irracionales. Eu-
clides (300 a. C.) analizd en el libro X de
sus “elementos”, ciertas cantidades que al
ser medidas no se encontraba ninguin ente-
1o o fraccionario que los expresard.

¢ Quié es un nitmero real?

Es una pregunta dificil de contestar, a la
que no se dio una respuesta satisfactoria
sino hasta mediados del siglo XIX. En la
vida préctica, al hombre le bastan los ra-
cionales, sin embargo, dentro de ellos no
se hallan soluciones de ecuaciones senci-
las como x-2=0.

Los griegos basaron sus construcciones
matemaéticas en la teoria de la conimen-

surabilidad (si se toma la medida de un
segmento como unidad y se mide otro el
resultado, siempre es un niimero racional).

Al encontrarse con los nimeros irracio-
nales, los griegos tuvieron que revisar casi
la realidad de la teoria de las proporciones
que habfan desarrollado, buscando méto-
dos que permitieran efectuar las demos-
traciones, alin en casos no conmensurables.

Eudoxio propuso la siguiente definicién
de proporcionalidad: si AB, CD, EF y GH
son longitudes de segmentos, AB: CD =
EF:GH significa que para todo por de nti-
meros positivos p, q,

p-CD<g-AB&> p-GH<g-EF.

Es muy ingeniosa, eliminando la defini-
cién de ruiimero real (no definiendo una
razén) y dando sélo el concepto de igual-
dad entre razones mediante el uso de
naturales no nulos.

La definicién de Eudoxio se puede modi-
ficar ligeramente:

AB EF

CD GH
si y solo si,

(vp e N-©) < TH=F<tm).

es decir, los nimeros reales " /e Yy * farson
iguales si y solo si, todo racional menor
que uno de ellos, también es menor que el
otro. Esta definicién de igualdad es muy
util y rigurosa.
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Cuando Richard Dedekind (1.831-1.916)
estaba buscando un método para construir
en forma rigurosa los nimeros reales, se
encontrd con sorpresas, que estaba reto-
mando las ideas de Eudoxio. Decidi6 que
lo tmico que necesitaba era darles un
soporte diferente.

El trabajo de Dedekind (basado en Eu-
doxio) no necesitaba conocimientos sobre
convergencia de sucesiones. Dedekind
introdujo el ndmero real por un método
llamado “de las cortaduras”. Cada cortadu-
ra es una clasificacion especial de los
numeros racionales en dos clases y deter-
mina un nimero real. Contrariamente a
lo que ocurre con los métodos de los “enca-
jes de intervalos” y de “sucesiones”; un ni-
mero real queda determinado por una
tinica cortadura, si es irracional y por solo
dos de ellas si es racional.

Se llama una cortadura de Dedekind al
conjunto QQ de los nlimeros racionales (o
cortadura en el campo racional), a racio-
nales en dos clases Ay B de tal modo que:

(i) Ambas clases contienen niimeros, (son
no vacias).

(ii) Todo nimero de la clase A es menor
que cualquier nimero de la clase B:
acA y beB=a<b.

(iii) Todo niimero racional pertenece a una
de las dos clases.

La cortadura asi definida se denota (A,B):
la clase A se llama clase inferior y la clase
B se llama clase superior.

De aqui en adelante el trabajo de Dede-
kind consiste en establecer la relacién de
equivalencia entre las cortaduras u opera-
ciones entre cortaduras y orden con sus
respectivas propiedades.

5.1 Intervalos encajados

Todo nimero real esta representado por
un punto de un eje de abcisas, y al consi-
derar aproximaciones racionales por de-
fecto y por exceso, cada vez mejores, este
punto aparece como punto comun de los
infinitos intervalos cerrados de una suce-
sién.

[a],bl], [ﬂ2,b2},..., [an-], bn-l], [au,bn],...

con estas propiedades, cada intervalo esta
contenido en el anterior

[au,bn]C[an-], bn-i‘],

y sus longitudes llegan a ser tan pequefias
como se quiera
gL r I [ 1 )
! I B | T ] 2 SRNRY R |
arazas..an  bn..bs b2 b

La sucesion se llama encaje de intervalos y
cada numero real se expresa como un
elemento comtin a todos los intervalos de
un encaje de intervalos.

Idea del método de Cantor

George Cantor naci6 en Rusia y fue creador
de la teoria de los conjuntos, base de la
matemética moderna, introdujo un nuevo
tratamiento del infinito; los nimeros
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transfinitos y generalizé conceptos tan
fundamentales como los de numero car-
dinal y ordinal.

El trabajo de Cantor se puede resumir en
lo siguiente: si consideramos el nimero
real A determinado por el encaje de
intervalos anteriormente definido, vemos
que los extremos inferiores a1, az, ..., a, ...,
forman una sucesién de niimeros raciona-
les que se aproximan tanto como se quiera
al nimero A. Lo mismo ocurre con las
sucesiones de extremos superiores bi, by,
vy b, .... Y con cualquier otra que se forme
considerando todos o algunos de sus
extremos.

Por lo tanto, de aqui en adelante, el pro-
blema consiste en analizar convergencia
de sucesiones (mds exactamente, sucesio-
nes de Cauchy). El tinico problema que
puede existir aqui, es que un ntimero real
se puede determinar por diferentes enca-
jes de intervalos racionales.

Dos encajes de intervalos
[CI, dl'], [CZ, dZ], o [Cﬂ, dn] ——
[ﬂl, bl], [ﬂZ, bZ], vy [an, bn] s
determinan el mismo nimero real si cada
extremo inferior de un intervalo de uno
de ellos es menor o igual que todo extremo
superior de un intervalo del otro.
ai<d,c<b;,

(1-1)

para cualquier par de indices i, j.

Ahora bien, si definimos una relacién E,
entre los encajes de intervalos estable-
ciendo que el encaje [as, b1, [az, b2], ..., [an,
b]..., esta relacionado con [c1, d1], [c2, d2],
«ry [Cn, dn], ..., sise cumple la condicién (1-
1), es facil ver que E es una relacién de
equivalencia. Por lo tanto determinan una
particién del conjunto de los encajes de
intervalos en clases de equivalencia.

Como dos encajes de intervalos racionales
de la misma clase de equivalencia deter-
minan un mismo nimero real, serd opor-
tuno definir el niimero real, no por una
clase de intervalos racionales sino por una
clase de equivalencia de tales encajes.
Posteriormente el trabajo consiste en
establecer operaciones entre clases, sus
propiedades, su orden, etc.

6. Sucesiones de Cauchy

auchy, Agustin-Louis (1.789-1.857)

fue uno de los fundadores del

anéalisis moderno, desarrollo la
teoria de las funciones de variable compleja
y contribuy6 decisivamente a rigorizar el
célculo infinitesimal mediante los conceptos
bésicos de limite y de continuidad.

Sucesion de Cauchy

Una sucesion de ntimeros reales Ci1, Co, ...,
Cn, se llama de Cauchy si para cada
niimero real positivo € existe un niimero
N tal que,

(Vn>N) (Vm>N)(|cn - cm| <&).
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El método de George Cantor se basaba en
la determinacién de un niimero real me-
diante una sucesién fundamental de ni-
meros racionales. Pero un mismo niimero
real puede se puede aproximar tanto como
se-quiera por diferentes sucesiones de
nimeros racionales. Por lo tanto es conve-
niente dar la siguiente definicién.

Definicion 1.1.
Dos sucesiones fundamentales
CLC2-iia 5 Cntyciii

y,
di, ds, ..., dn, ..,

se llaman equivalentes, si para cada entero
positivo ¢, existe un nimero Ne tal que
n > Neg =:’|Cn . dn|< E.

Dos sucesiones fundamentales equivalen-
tes determinan el mismo nimero real. Se
puede comprobar facilmente que la rela-
cion asi definida es de equivalencia y por
lo tanto define una particién del conjunto
de las sucesiones fundamentales en clases
de equivalencia. Es decir, que todas las
sucesiones fundamentales de una misma
clase de equivalencia determinan el mis-
mo nimero real.

Entonces, en el método de Cantor, si bien
cada niimero real se puede determinar por
una sucesion fundamental de ntimeros
racionales, se lo define como una clase de
equivalencia de tales sucesiones.

El trabajo de Cantor continda con la defi-
nicién de operaciones y sus propiedades
entre estas clases de equivalencia y tam-
bién de su orden y propiedades.

Conclusiones

1. Existieron dos (2) corrientes matema-
ticas para la construccién de los ni-
meros reales que fueron los Alge-
bristas y los Analistas. Los Algebristas
se interesaron siempre por asegurar la
propiedad de la cota superior minima;
mientras que los Analistas utilizaron
la convergencia de las sucesiones de
Cauchy de niimeros Racionales.

2. Elpunto de partida de estas construc-
ciones se basd en el supuesto de la
existencia del conjunto de los ntimeros
racionales.

3. Los ntimeros reales son un cuerpo
ordenado completo, es decir posee las
nueve (9) propiedades con respecto a
la suma y el producto y ademas se
puede establecer cuando un niimero
es menor o igual que otro con sus res-
pectivas propiedades de orden.
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