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RESUMEN

Se presentard un estrato para las mairices normales. Para esto se requieren aspectos de ires
ramas de las matematicas: la geometria diferencial, ia topologia diferencial y la teoria de matrices.

L.a primera se ocupa de los aspectos geométricos del analisis matematico, la segunda de los
aspectos topoldgicos de la primera, y la tiltima se encarga de encarar i estudio de las matrices
desde diversos ambitos y contextos matematicos.

En primer lugar, se usara ta definicién de espacio estratificado como una técnica que permite
caracterizar de cierta manera las matrices normales. De forma mas puntual se hablara de las

242
matrices normales con una subvariedad estratificada conexa de i,

Para estratificar las matrices normales se tomard como referente la nocién de estrate de fa
topologia diferencial. Esto requerira elementos de geometria diferencial.
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ABSTRACT

A strata for normal matrices is presented in
this article. This requires aspects from three
Branches of mathematics: Differential geom-
etry, differential topology and matrix theory. The
first one studies geometrical aspects of math-
ematical analysis. The second one studies to-
pology aspects of the first one, and the third
branch faces the study of matrices from diverse
mathematical contexts.

First of all, the definition of a siratified space is
employed as a useful technique that allows us
to characterize normal matrices in a ceriain way.
More specifically, matrices with a connected
stratified submanifold of | *"; will be treated.

In order to stratify normal matrices, the notion
of topologic-differential stratum will be em-
ployed. This will require some elements of dif-
ferential geometry.

Key words: star-shaped, straiified
submanifold, normal matrix.

{. INTRODUCCION

Marko Huhtanen en [0] construye una
estratificacion de las matrices normales obtenido
del estrato de dimensién maximal #’ +n
usando ia descomposicion Toeplitz y que permite
resolver problemas computacionales que
conllevan matrices normales; por ejemplo la
aproximacion de valores propios.

En este articulo se presentard una
estratificacion que ya Huhtanen presenta en
[0} junto con unas aclaraciones matematicas
para su entendimiento y que es un primer paso
para comprender la estratificacion que él
realiza junto con sus aplicaciones.

Il. MARCO TEORICO
A. VARIEDADES

Una variedad es un espacio topologico M
con la siguiente propiedad:

Si xeM, 3 alguna vencidad U dex v

algun entero n20 tal que U

homeomorfico aj’”

Un simple ejemplo de variedad es el mismo
espaciode | * ,paracada x€| " sepuede
tomar U como todo | “. Claramente | ' es
homeofomérfico a él mismo.

Una circunferencia es localmente homeomoria
a i, luego es una variedad.

El subconjunto A de | * formado por las
rectag ¥=X € ¥Y=-X noesuna variedad
ya que no es posible establecer un homeomor-
fismoentre ¥, 1M y ¥ {(0,0)).

Un subconjunto abierto L de una variedad M
es también una variedad a la que se llama
naturatmente SUBVARIEDAD de M.
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Otro ejemplo lc proporcionan las matri-
ces normales, ya que estas son conexas
porgue cada unc de sus elementos son
conexos por caminos a la matriz cero,
es decir las matrices normales “tienen”
forma de estrella.

En 2] se puede encontrar en profundidad la
refacién de las subvariedades en forma de
estrelfa con las formas diferenciales.

D. MATRICES

Se dice que 4 es una maitriz cuadrada si
A=la,}eM, =M,

Una matriz 4=[q,] € M, se dice que es
Hermitiana sid= 4" donde A=A =[ay]
Se dice que es antihermitianasi 4=-4". Se
puede comprobar facilmenie que

0 i boT+i
A= v B=
i 2} 1-i =3

A no es Hermitiana y que B es Hermitiana.

Una matriz AeM, se dice normal si:

A" A= 44" es decir, si 4 conmuta con su adjunta
Hermitiana. Por ejemplo, toda matriz hermitiana
es normal, ya que 44" = A4 = A" A4, pero toda
matriz normal 4 no es Hermitiana (excepto si
todos sus valares propios son reales).

Existen noventa condiciones equivalenies que
caracterizan las matrices normales en [3] por
Grone, Jonson, Sa y Wolkowicz y en [4] por
Elsner y tkramov. La definicién estandar de

normalidad es la mencionada en este articulo
y es llamada la condicién cero en [3].

El conjunto de las matrices normales A se
puede escribir como

Z=X+iY donde X,Y e "™ vy denotala
parte real & imaginaria de 7 respectivamente.
No sobra decir que Z pertenece al espacio
vectorial de las matrices complejas de nxn
0 al espacio vectorial real de 3”3

Una matriz X € M, se dice que es unitaria si
XX =1. Por ejemplo fa matriz:

Yl L

x| 2 2
1-§i —t+i
2 2

Una matriz X € M, se dice que es eqguivalente
unitariamente a Y € M, si existe una matriz
unitaria U € M, tal que X =U "YU .

SiA=[a,]€ M, es equivalente unitariamente
a una matriz diagonal se dice que A es diago-
nalizable unitariamente.

A es normal si y sblo si A es diagonalizable
unitariamente. Por ejemplo la matriz:

2 b+
A=
Y

es diagonalizable unitariamente porque es
hermitiana y por tanto es normal. Algunos
calculos muestran que una matriz U que
diagenaliza unitariamente a 4 es;
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—I—i 1+ Algunos espacios importantes que admiten
3 H;TE estratificacion son:
I 2
ﬁ ﬁ a) Variedades con frontera donde

- Y. ={intM ,0M }. (Por ejemplo, el de las ma-

ya que: frices cuadradas M)
L 0o b) Variedades algebraicas y espacios

U7 AU = (0 4] analiticos en | 0% .

HIl. ESPACIOS ESTRATIFICADOS
En esta seccion se presentan algunas
nociones basicas referidas a la estratificacion
y se muestran algunos ejemplos de espacios
gue admiten estratificaciones.

Sea W un espacio topolégico de Hausdorff
tocalmente compacto con bases contables.

Una estratificacion en W es una particion .2 de W

en coniuntos localmente abiertos tal que:

a) Cada X € 2. . es una variedad finito dimen-

sional con frontera.

b) > es localmente finito.

¢) Si ) o

XYe2 vy XnV=D enmonces X2V

dSiX,Ye) y XcVeon X2Y
entonces dim X <dimY

Los conjuntos de los elementos de X son

llamados el estrato. El par (W,X)es llamado

un espacio estratificado.

* Y 0 es otra cosa que la clausura de ¥ .

¢) Caonjunios analiticos y subanaliticos .
d) Variedades con esquinas.

Para este articulo, el espacio W es un
subespacio de una variedad suave A donde
el estrato de ¥ se foma coma las
subvariedades regulares de M.

La siguiente definicién es clave para mostrar

por qué las matrices norrpales son una
. g .2

subvariedad estratificada j

IV. ESTRATIFICACION PARA
FUNCIONES

Una funcién f (W, Z)—> (W', Z) entre dos
espacios estratificados se dice que es una
estratificacion, si para cada X €2, existe:
X, eX talque f(X)c X,y [, essuave.

En particular si f es un homeomorfismo y
/! es estratificada, entonces se dice que f
es un isomorfismo de esiratificaciones.
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V. CONCLUSIONES [4] Elsner, L and lkramov, D., (1998), Nor-
mal Matrices: an update, Lin. Alg. Appl.
Si vemos a N como la imagen de la funcion  285,291-303 p

N: M, - M,
(U,D)->UDU"

tenemos que N es una subvariedad*
estratificada de | *" ya que esta funcion es
suave y propia como se pide en la anterior
definicion. Marko Huhtanen en [0] entiende
esto en forma equivalente como que
(U,D)—UDU" envia conjuntos compactos
en compactos.
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* En forma de estrella como ya se habia mostrado
anteriormente.



