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RESUMEN

Se presenta en este trabajo una investigacion experimental y numérica del contacto
normal de una esfera rigida con una placa plana de material cuyo comportamiento
mecanico se asume de tipo elasto-plastico. Los esfuerzos locales bajo el punto de
contacto se han obtenido experimentalmente mediante visualizacidn foto-elastica. Se ha
evaluado numéricamente la evolucién de los bulbos de esfuerzo bajo el punto contacto
como funcién del tiempo y se ha efectuado la comparacion con las observaciones
experimentales. Los resultados indican que un modelo elasto-plastico tridimensional
reproduce de manera apropiada las caracteristicas principales observadas en los
experimentos fisicos.

Este ejercicio puramente académico y de caracter didactico enfatiza en el enorme
potencial de los elementos finitos en la solucion de problemas de deformacion bajo
diferentes tipos de modelos constitutivos y pone de manifiesto la enorme utilidad del
modelamiento matematico y computacional basado en aproximaciones continuas de la
materia.
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ABSTRACT

This work presents an experimental and numerical investigation on the normal contact
between a rigid sphere and a plane whose mechanical behaviour has been assumed to
be elastoplastic. The stresses in the region of contact have been accessed by means of
photo-elastic visualization. The evolution of the stress bulbs below the point of contact
has been evaluated numerically and a comparison with experimental observations has
been performed. The results indicate that a tridimentional elastoplastic model can
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capture the main features observed in the physical experiments. This academic
exercise emphasizes the potential of the finite element method on the solution of
deformation problems considering different constitutive models, it also shows the
importance of mathematical and computational modelling based on continuous
approaches.

Keywords: FEM, photo-elasticity, constitutive models

I. INTRODUCCION

La deformacion de materiales es un tépico de importancia en muchos campos de la
ciencia y la ingenieria. Por ejemplo, los modelos simplificados cubiertos en este articulo
tienen aplicaciones en ingenieria estructural, ciencia de materiales, sismologia,
geotecnia, tecnologia de sensores y bioingenieria. El presente articulo cubre dos
modelos simples: (i) deformacion elastica y (ii) deformacion elasto-plastica de una placa
continua con y sin presencia de una perturbacion. El modelamiento matematico de las
deformaciones elasticas en un medio continuo se basa en la solucién de las ecuaciones
de la segunda ley de Newton vy las correspondientes relaciones constitutivas entre el
esfuerzo y la deformacion. La solucién de las ecuaciones mediante la técnica de
elementos finitos es un procedimiento muy bien establecido en la literatura y disponible
en muchos paquetes computacionales comerciales. El enorme éxito de los elementos
finitos ha jugado un papel fundamental en la promocion del modelamiento matematico
y el uso de las herramientas computacionales en ingenieria. Muchas aplicaciones en
ingenieria involucran deformaciones plasticas permanentes mas halla del régimen
elastico. Dichos problemas requieren la simulacion combinada de efectos elasticos y
plasticos, usando los denominados modelos elasto-plasticos.

La deformacién de un material sélido es usualmente puramente elastica cuando el
esfuerzo aplicado se encuentra por debajo de cierto nivel critico, denominado el
esfuerzo de fluencia, YS (Yield Stress, por sus siglas en ingles). Cuando los esfuerzos
estan por encima de dicho nivel, ocurren deformaciones que son una combinacion de
deformaciones elasticas y plasticas, donde el dltimo tipo de deformacién se reconoce
por ser permanente. La simulacion de la deformacion elasto-plastica es fundamental en
muchas disciplinas de la ingenieria, y el método de elementos finitos ha sido aplicado
con éxito a esta area particular por mas de tres décadas’.

Dentro de las aplicaciones en ingenieria se puede mencionar el disefio de elementos
mecanicos de maquinaria, aeronaves y automéviles. En ingenieria civil es de uso
corriente en el disefio de estructuras de concreto reforzado y acero para lo cual se
utilizan programas especificos con los que se logra mayor eficiencia y seguridad en el
comportamiento de dichas estructuras ante cargas estaticas y dinamicas, incluyendo el
disefio inelastico de los elementos. En ingenieria geotécnica se viene implementando
su uso, debido a que pueden incorporarse dentro de la técnica de elementos finitos,
modelos constitutivos que describen de manera adecuada el comportamiento complejo
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del suelo, siendo utilizados para el disefio de estructuras de cimentacion, de soporte de
tierras y en excavaciones subterraneas.

Il. 'RELACIONES,ESFUERZO—DEFORMACION PARA UN SOLIDO
ELASTICO ISOTROPICO

Para un sélido elastico lineal e isotrépico se tiene?

210
oy = A0y + 218 = ﬁekké‘ij + 218 (1)

Donde o, y e; son los componentes del tensor de esfuerzo y deformacion
respectivamente. En la Ecuacion 1 Ayu son las constantes de Lamé, y v es la
relacion de Poisson. Las constantes de Lamé estan dadas por
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Donde E es el modulo de elasticidad de Young. Las constantes de Lamé varian en el
espacio para materiales heterogéneos, pero se asumen constantes si el material
elastico es homogéneo.

p= (2)

El tensor de deformacién se relaciona con los componentes de desplazamiento u;
mediante la relacion.
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Las ecuaciones de movimiento son, en términos de los componentes de esfuerzo,
% g - p, Ol (5)
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Donde B; denota los componentes de la fuerza por unidad de volumen. La sustitucion
de las relaciones esfuerzo-deformacion (Ec. 1y 4) en la Ecuacion 5, permite obtener la
ecuacion de Navier de movimiento

2 2
(/Hﬂ);z +ﬂai;i(j+8i=po% (6)
Donde
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Es la dilatancia. Para el caso de un sistema estatico la Ec. 6 se reduce a
2
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i i j
Estas ecuaciones en general, forman un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
no-lineales que son bastante dificiles de resolver analiticamente. Sin embargo, bajo
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condiciones simplificadas y en algunos casos mediante el uso de condiciones de
frontera no-realistas, es posible obtener soluciones exactas.

En el presente trabajo, se utilizaran soluciones especiales de la ecuacion de Navier (Ec.
6) para sélidos elasticos y elasto-plasticos con el proposito de comparar el desempefio
de la solucion numérica obtenida via elementos finitos y las observaciones
experimentales obtenidas mediante experimentos de fotoelasticidad.

lIl. MODELOS CONSTITUTIVOS

En el presente trabajo se utilizaron dos modelos constitutivos para simular el
comportamiento del material polimérico. El primero es el modelo elastico que considera
que las deformaciones son directas y linealmente proporcionales a los esfuerzos
aplicados. En la Figura 1(a) se muestra dicha relacion. El mddulo de Young (E) y la
relacion de Poisson (v) son los Unicos parametros del modelo. El segundo modelo es
llamado elasto-plastico perfecto (ver Figura 1(b)). Existe un primer rango de
deformacion dentro del cual se cumple la ley de Hooke con un médulo constante. Una
vez se alcanza el esfuerzo de fluencia (YS), el material continda con un incremento en
la deformacion sin que se requiera incrementos adicionales en el esfuerzo, es decir se
comporta como un plastico perfecto. Dicho modelo requiere el valor del esfuerzo de
fluencia (YS) como parametro adicional. El segundo modelo tiene mayor aproximacion
al comportamiento que se evidencia experimentalmente, sin embargo es también una
idealizacion del comportamiento real de los materiales.

ﬂ'h

o

fa) (bd
Figura 1. (a) Modelo elastico y (b) Modelo elasto-plastico

IV. ELEMENTOS FINITOS
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En general, el método de los elementos finitos (FEM, de sus siglas en inglés) es hoy dia
la técnica numeérica dominante para discretizar ecuaciones diferenciales parciales. El
analisis por elementos finitos es el método numérico de subdividir un sistema complejo
en pequeflas piezas de un tamafio seleccionado por el usuario denominadas
elementos. ElI método implementa ecuaciones diferenciales que gobiernan los
fendmenos de transporte y por tanto el comportamiento de tales elementos y los
soluciona simultaneamente, creando entonces una explicacibn comprensible de como
el sistema actia como un todo. Los resultados obtenidos pueden presentarse de
manera tabular, grafica o animada. Este tipo de analisis se utiliza primordialmente para
el disefio y optimizacion asi como para el estudio e investigacion de sistemas cuyo
nivel de complejidad es tal que su solucion manual es practicamente imposible. Los
sistemas gue se ajustan a esta descripcion presentan niveles de complejidad debido a
su geometria, escala o al acoplamiento de las ecuaciones diferenciales gobernantes.
En este estudio especifico se harda uso de ANSYS, un paquete computacional de
elementos finitos de proposito genérico. Las aplicaciones basicas del paguete ANSYS
incluyen analisis estructural, andlisis térmico, dinamica computacional de fluidos (CFD),
analisis electromagnético al igual que analisis acusticos y de vibraciones. En este
articulo especificamente, se centrara la atencion en la aplicacién de las herramientas de
analisis estructural, aplicadas en la solucién de algunos problemas elementales de la
mecanica de superficies.

V. EXPERIMENTAL

El problema de la penetracion de un medio elastico por una esfera rigida es un
problema clasico de la mecéanica del continuo. La Figura 2, ilustra el montaje
experimental para observar el campo de esfuerzos que se desarrolla en el espécimen
en torno a una zona bajo carga aplicando el método de fotoelasticidad. La
fotoelasticidad es un fenomeno oOptico que se genera cuando se aplica un esfuerzo a
polimeros fotoelasticos transparentes. Técnicamente se trata de una anisotropia optica
inducida, que provoca un cambio en el indice de refraccion del material. En el proceso,
se generan una serie de franjas cromaticas, debidas a la luz polarizada, que muestran
la distribucién de esfuerzos a lo largo del espécimen que ha sido sometido a carga y
gue pueden utilizarse ademas de la visualizacion como medio para cuantificar la
magnitud de los esfuerzos aplicando técnicas de analisis de imagen.

Camara CCD Fuente de luz blanca

Especimen

Polarizador Polarizador
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Figura 2. Esquema del montaje experimental para la captura de imagenes por el método de
fotoelasticidad.

Basandose en el anterior principio, los experimentos se efectuaron utilizando un
polimero tipo polimetil-metacrilato comercialmente conocido como acrilico o plexiglass.
Se realizaron dos experimentos con variaciones ligeras de la geometria de los
especimenes. En la Figura 3 se indican las dimensiones de cada espécimen y de la
esfera utilizada para aplicar la carga. El primer experimento corresponde a una lamina
de acrilico continua como la mostrada en la Figura 3(a); en el segundo experimento se
utiliza una lamina de las mismas dimensiones pero con un orificio circular en el centro
tal y como se ilustra en la Figura 3(b). Dicha orificio circular en el especimen dos se
efectud con el propésito de evaluar la influencia de la perturbacion sobre la distribucion
de esfuerzos bajo el punto de contacto.

100 mm

100 mm
o1 50 mm —= o1 50 mm —=
O 254 mm
54 Jmm ﬁ k 54 mm

Espesor =5t ~—50 mm—= EpEsr=am
(a) (b)

Figura 3. Dimensiones de las laminas de acrilico utilizadas (a) experimento 1 y (b) experimento 2

El montaje experimental se efectu6 en un marco de carga como el mostrado en la
Figura 4(a) que permite un incremento de la deformacion y captura computacional de la
deformacion aplicada y la carga ejercida sobre el espécimen. Se acondiciond un anillo
de carga de capacidad nominal de 5kN sobre la esfera y la lamina de acrilico,
aumentando progresivamente la deformaciéon mientras se observa (mediante efecto
foto-elastico) como se generan sobre la lamina franjas cromaticas como las observadas
en la Figura 4(b). Las imagenes se capturaron utilizando una camara digital tipo CCD
convensional. Se tomaron ademas lecturas de deformacién y carga para trazar gréficas
como las mostradas en la Figura 5. Las Figuras 5(a) y 5(b) muestra la deformacion vy la
carga en funcion del tiempo, respectivamente. Esta informacion posteriormente se
utilizé para introducir las cargas en el modelo computacional.
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Figura 4. (a) Montaje del experimento en el marco de carga y (b) Distribucion de esfuerzos en un material

fotoelastico.
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Figura 5. (a) Deformacion en funcion del tiempo y (b) Carga en funcion del tiempo

VI. MODELO NUMERICO

El modelo numérico de las deformaciones se basa en el modelamiento matematico de
la segunda ley de Newton en conjunto con las relaciones constitutivas correspondientes
tal y como se indicé en la Seccion Il. En este trabajo se considera que las propiedades
mecanicas del acrilico son de tipo elastico o elasto — plastico aun cuando el
comportamiento de dicho material es mas complejo. Las propiedades mecéanicas de los
materiales utilizados se indican en la Tabla 1.
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Tabla 1. Propiedades mecénicas de los materiales utilizados *

Descripcion Unidad Acero Acrilico
Moddulo de elasticidad N/mz 200E9 2.9E9
Relacion de Poisson -- 0.20 0.38
Mddulo cortante N/m2 1.23E9
Esfuerzo de fluencia N/m2 80E6
Coeficiente de friccion 0.20

El modelamiento numérico incluyd la utilizacion de elementos tipo contacto para simular
el proceso de penetracion de la esfera dentro del acrilico, asi como la aplicacion de la
deformacion en funcion del tiempo (i.e., simulacién transiente).
Las condiciones de frontera corresponden exactamente a las aplicadas al modelo fisico.
Se ejecutaron tres modelos de diferente grado de complejidad, para cada uno de los
dos experimentos:

e Material elastico y modelo bidimensional

e Material elasto-plastico y modelo bidimensional

e Material elasto-plastico y modelo tridimensional

VIl. RESULTADOS Y DISCUSION

Luego de realizados los experimentos en el laboratorio y los modelos numéricos
partiendo del modelo mas simple posible (elastico bidimensional) al modelo
relativamente mas complejo (elasto-plastico tridimensional), se hicieron las
comparaciones correspondientes obteniendo las siguientes observaciones:

La Figura 6 muestra la imagen de la placa de acrilico sin orificio, junto con los tres
modelos simulados en ANSYS. El modelo elastico bidimensional de la Figura 6(b)
presenta una distribucién de esfuerzos que no coincide en forma e intensidad con lo
observado experimentalmente (Figura 6(a)). El modelo presenta mayores intensidades
de esfuerzo en la superficie de contacto.

El modelo elasto-plastico bidimensional presentado en la Figura 6(c) se aproxima mas
al resultado experimental, sin embargo aun se presentan deformaciones excesivas
hacia el centro de la placa, en la superficie de contacto. La forma de los bulbos se curva
en la parte superior, formando contornos de area cerradas. Posiblemente, un
refinamiento de la malla utilizada para la simulacion no mejora esta condicion.

El modelo elasto-plastico tridimensional, mostrado en la Figura 6(d), manifiesta una
gran similitud tanto en la distribucion de esfuerzos como en la magnitud de las
deformaciones alrededor del punto de contacto disminuyendo el grado de dispersiéon
hacia las zonas mas alejadas. Los esfuerzos mas elevados se presentan con mayor
intensidad en una zona proxima al contacto y no sobre este, asemejandose a lo
observado experimentalmente.
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El modelo elasto-plastico tridimensional resulta mas adecuado ya que simula el
contacto esférico, que comienza siendo puntual, en tanto que el modelo bidimensional
lo supone como linea perpendicular al plano. En general, el modelo elasto-plastico
permite que se presenten mayores deformaciones locales en la zona de contacto, ya
que el acrilico sufre deformaciones plasticas en esta region.

\

(©) (d)
Figura 6. Resultados del experimento con el especimen 1 (a) Imagen digital, (b) Modelo elastico
bidimensional, (c) Modelo elasto - plastico bidimensional, (d) Modelo elasto - plastico tridimensional.

En la Figura 7 se presentan resultados experimentales y numéricos para el segundo
experimento, en donde se somete a prueba la placa hueca. En la Figura 7(a) se
presenta la observacién experimental por medio de fotoelasticidad. A diferencia del
experimento con el especimen continuo, la presencia del agujero por debajo del punto
de aplicacion de la carga, hace que los patrones de distribucion de esfuerzos sean
significativamente diferentes, esto es tendiendo a rodear el orificio. Los modelos
numéricos confirman lo observado en el ejercicio anterior, al mostrar de manera
cualitativa que el modelo elasto-plastico tridimensional tiene un mejor desempefio que
los demas. La forma de la zona de deformacion plastica predicha por el modelo elasto-
plastico 3D es similar en el modelo computacional y en el experimento fisico.
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4 N
(c) (d)
Figura 7. Resultados del experimento con el expecimen 2. (a) Imagen digital, (b) Modelo elastico
bidimensional, (c) Modelo elasto-plastico bidimensional, (d) Modelo elasto-plastico tridimensional

En la Figura 8 se presentan las secuencias fotograficas observadas experimentalmente
para el comportamiento de los dos especimenes bajo estudio como funcién del tiempo y
la comparacién correspondiente con el modelo elasto-plastico tridimensional. Las
secuencias de la Figura 8 muestran claramente, que la evolucién en el tiempo del
tamafio, forma e intensidad de los bulbos se va desarrollando de manera similar en el
caso real y el simulado. Para los dos casos considerados se observa un incremento
continuo en el orden de las franjas cromaticas como funcién del tiempo, esto es un
comportamiento esperado dado que el orden (nUmero de anillos crométicos) es funcion
de la carga aplicada la cual se estd incrementando como funcién del tiempo.
Cualitativamente, todas las caracteristicas observadas experimentalmente son
reproducidas por el modelo elasto-plastico tridimensional.

Pedraza et al. Noviembre de 2005 39



Ciencia e Ingenieria Neogranadina No 15 30-43

' N

t = 24 segundos

t = 27 segundos

1 A

t=48 segundos

t = 73 segundos

t = 132 segundos t = 103 segundos

t = 222 segundos

W [
t = 300 segundos t = 300 segundos
(a) (b)

Figura 8: Patrones dinamicos de la distribucién de esfuerzos, durante el contacto normal de una esfera
rigida con un medio elasto-plastico. (a) Experimento 1 y (b) Experimento 2.

t = 148 segundos

VIl PERSPECTIVAS

Este ejercicio puramente académico y de caracter didactico enfatiza sobre el enorme
éxito que han tenido los elementos finitos en la solucion de problemas de deformacion
bajo diferentes tipos de modelos constitutivos y pone de manifiesto la enorme utilidad
del modelamiento matematico y computacional basado en aproximaciones continuas
de la materia. Sin embargo existen situaciones de interés practico en las cuales las
aproximaciones continuas tal y como se han descrito usando las relaciones existentes
entre el esfuerzo y el campo de deformaciones no cuentan la historia completa respecto
al comportamiento de los materiales. Tal es el caso de los materiales heterogéneos y
mas concretamente de materiales como los medios granulares donde la energia
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expresada en términos microscopicos (i.e., a la escala de los granos) conlleva serias
dificultades en la derivacién del esfuerzo de respuesta. En el campo de la mecanica
del continuo, el comportamiento de un medio granular se ha descrito usualmente como
elasto-plastico, sinembargo en afios recientes la insuficiencia de las aproximaciones
continuas se ha hecho evidente”.

En particular, esta perfectamente establecido que en un medio granular no cohesivo, la
transmision de esfuerzos ocurre exclusivamente mediante contactos interpaticula, que
siguen rutas preferenciales, las denominadas “cadenas de esfuerzo” cuya distribucién y
microestructura determinan el comportamiento macroscépico del material®>®’. Desde
una perspectiva practica dicho comportamiento tiene implicaciones muy importantes y
por tanto merece ser explorado. Experimentos de fotoelasticidad encaminados a
evaluar la respuesta local de un medio granular a una perturbacion externa (tal como
los presentados en este trabajo) asi como simulaciones -basadas en el método de
elementos discretos (DEM)- se encuentran actualmente en desarrollo y los resultados
de dicho ejercicio serén el objeto de una proxima publicacion.
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