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RESUMEN

Este trabajo tiene por objetivo presentar una descripcidon del método de planos de corte que
se basa en el calculo del centro analitico conocido como ACCPM (Analytic Center Cutting
Plane Method). Se presentan las generalidades de los métodos de planos de corte defi-
niendo el concepto de oraculo y programa principal, y las subrutinas que dichos procesos
contienen, tales como los cortes de factibilidad y optimalidad, conjunto de localizacién y
centro analitico. Finalmente se desarrollan dos ejemplos que tienen por objetivo aclarar la
teoria presentada.

PALABRAS CLAVES: Optimizacién convexa, ACCPM, métodos numéricos, Planos de
corte.

ABSTRACT

This work has like objective to present a description of the analytic to center cutting plane
method- ACCPM. The concepts of oracle and main program are defined and the subrouti-
nes that these processes contain, such as the cuts of feasibility and optimality, location set
and analytic center. Finally, two examples are developed.

KEY WORDS: Convex optimization, ACCPM, numerical methods, Cutting planes.
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INTRODUCCION

El método de planos de corte basado en el calculo del centro analitico (ACCPM) fue creado
por Goffin, Vial y Haurie en 1992 [2] y tiene por objetivo resolver problemas de optimizaciéon
que pueden ser formulados de la siguiente manera

min f{y)
yEY
l=sy=<h, (1)

donde f: R" — %R es una funcién convexa, Y es un subconjunto convexo de R"y [y h son
dos vectores que representan restricciones de caja para las variables de decision.

1. METODOS DE PLANOS DE CORTE

En principio los algoritmos de planos de corte fueron creados con el objetivo de solucionar
problemas de programaciéon matematica que fuesen descritos asi:

min ¢’ x
xeX, (2)

donde X < ™!, es un conjunto convexo y acotado. Estos métodos construyen una aproxi-
macion lineal del problema anterior “mejorandola” en cada iteracion. Sea P, una aproxima-
cién poliédrica de x (P, x) Y x, el punto 6ptimo de la funcion ¢’x en P, la formulacion gene-
ral de un algoritmo de planos corte para resolver el problema anterior es:

Método de planos de corte

Inicializacion
k:=0
Definir P0 Cx
Encontrar x, = arg min {¢"x : x € P,} Mientras x* & X hacer
Definir un hiperplano H, : aj x = b, que
separe x* de x
Py =P.N {a"x < b}
X1 = arg min {c¢x: x € Piyy}
k=k+1
fin mientras

El problema del algoritmo anterior es el hecho de tener que solucionar un problema de pro-
gramacion lineal en cada iteracion, por lo cual los algoritmos mas recientes de métodos de
planos de corte difieren del anterior, principalmente por la manera de seleccionar el nuevo
punto x*!, siendo éste el aspecto de mayor importancia ya que entre mejor sea el corte
definido por x**!, mas rapido convergera el algoritmo.

6 Loépez Ospina



UNIVERSIDAD MILITAR NUEVA GRANADA

1.1. METODOS BASADOS EN CENTROS

Entre los métodos de planos de corte, se encuentran los métodos basados en centros.
Estos métodos encuentran el valor de x**! por medio del calculo del centro de un conjunto
convexo y compacto llamado conjunto de localizacion L. El conjunto de localizacién esta
formado por la interseccion de los semiespacios generados por la aproximacion lineal de
la region factible y por una cota superior de la funcién objetivo. Dicho conjunto se puede
expresar como un poliedro acotado:

L={x:Ax<b, c'x=7}

Por la definicién de L, se tiene que dicho conjunto contiene la solucion éptima del problema
(2). Los métodos basados en centros difieren en la forma de definir el punto central del
conjunto de localizacién, entre los mas conocidos se encuentran: el método del centro de
gravedad, método volumétrico y el ACCPM, [1]vy [4].

2. EL ORACULO Y LOS PLANOS DE CORTE

Los métodos de planos de corte se basan en la interaccién de dos procedimientos como se
describe a continuacién: el oraculo y el programa principal.

El programa principal trabaja sobre una relajacion lineal de la region factible del problema
original de optimizacion (1), calculando en cada iteracién del método un nuevo punto cen-
tral. Ademas, controla la convergencia del proceso.

El oraculo es un procedimiento o algoritmo que tiene como dato de entrada el punto central
obtenido y retorna uno o varios planos de corte al programa principal. Estos planos son de
dos tipos: cortes de optimalidad o cortes de factibilidad, dependiendo de la naturaleza del
punto. La siguiente figura explica lo descrito anteriormente.

Programa principal

A | A
x¢ factible: corte de X x¢ no factible: corte de
factibilidad optimalidad
| v |
Oraculo

Figura 1. Fases de los métodos de planos de corte
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2.1. CORTES DE FACTIBILIDAD

Dado un punto y/ enviado al oraculo, se dice que no es factible para el problema (1) cuando
y/&Y pero cumple con las restricciones de caja. El oraculo produce entonces un corte de
factibilidad.

Un corte de factibilidad es un semiespacio, definido por un hiperplano de separaciéon H :=
{y:w" (y -y/) + y=0}, de tal forma que

Yc w(@y-y)+y=0yy e{w (y-y)+y>0}

Definamos g (y, y/) := w' (y - y/) + y. Debido a la convexidad de la regién factible Y, es posible
obtener una aproximacion poliédrica Y de Y-

YCVi={y:g(y) =<0,y €J}
dondeJ:={y:y&Y,l<sy=<h se][l, .., k]}, es decir, el conjunto de puntos generados por
el programa principal, que no pertenecen a la region factible Y, obtenidos hasta la k -ésima
iteracion.

Por lo tanto, un corte de factibilidad generado por el punto y’se representa de la forma:
gry) =0, Vyey
En el caso que la region factible se defina de la siguiente manera:
Y={y:g(y) =0}

Donde g:R\" — N es una funcion convexa, los cortes de factibilidad se definen por medio
del subgradiente. Sea y’ € J, € € dg (y/), por la convexidad de la funcién g se tiene que:

gM=g(y)+E (y-y), VyeYy
Obteniendo asi el corte de factibilidad:

gON+E (y-y),=<0

2.2. CORTES DE OPTIMALIDAD

Dado un punto factible y’/ enviado del programa principal al oraculo generara un corte co-
nocido como corte de optimalidad.

Por la convexidad de f, si § es un subgradiente de fen y/ se cumple la siguiente desi-
gualdad:
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fM=zfON+8@G-y),E§€df(¥),VyeY,l<sy<h
Definase la funcioén: f(y) = max {f () + &' (v - ), § € of ("},

dondeI={y:y'€VY, Iy =<h se][l,.. k]}, es decir, el conjunto de puntos generados por
el programa principal que pertenecen a Y, hasta la k -ésima iteracion.

La funcion fes una aproximacion lineal a trozos de la funcion objetivo. Si se omite la restric-
cion en el problema (1) (y € Y), este problema de optimizacién se escribe:

min f ()
l<sy=<h

El anterior problema es una relajacion del problema original y es equivalente a:
min z
f»-z2=<0
l=sy=<h

Tomando f(y; y) : =)+ E" (v - ), §E € of (y) y utilizando el conjunto I, problema descrito
anteriormente se describe asi

min z
foy)=szyer
I=sys=<h

Por lo tanto un corte de optimalidad se define por el siguiente semiespacio:

fOy)=z

2.3. RELAJACION LINEAL

Basandonos en los cortes de factibilidad y optimalidad podemos definir el siguiente proble-
ma de programacion lineal, que es una relajacion del problema de optimizacion (1):

nﬁnZ?y)
yeY
l<sy=<h

O bien, utilizando los conjuntos I, J
min 7
foy) =z Vyel

g y)=0,Vyej
l=sy=<h
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De esta forma se trabajara con una funcién objetivo lineal (aproximacion poliédrica de f)
sobre una aproximacion “lineal” de .

2.4. CONJUNTO DE LOCALIZACION

Si I # ¢, es posible obtener una cota superior z de la solucién 6ptima del problema (1) to-
mando:

z;:=min {f ()}

Si se tiene en cuenta la unién de todos los cortes y desigualdades obtenidos anteriormente,
se define el conjunto de localizacién L. de la siguiente manera:

z2fN+ET(y-y), Viel
oz=(WH (y-y)+7y,VkeEj
¥4

b= By

El primer conjunto de restricciones recibe el nombre de restricciones de optimalidad, luego
se encuentran las restricciones de factibilidad. El tercer conjunto de restricciones define la
cota superior del problema de optimizacién y por ultimo, se describe de forma matricial las
restricciones de caja. Es importante anotar que Lz contiene la solucion del problema original
de optimizacion.

Por otro lado, es posible asociar a cada conjunto de restricciones descritas anteriormente
sus respectivas variables duales o, = 0, u,= 0, v = 0, p € R que satisfacen la siguiente desi-
gualdad:

22 30, (F() -E"Y) + Zu, (7, - WOy + by

iel

Para todo (z, x) que pertenece al conjunto de localizacion. La expresion del lado derecho
de la anterior expresion es una cota inferior del problema original de optimizacion (1). Di-
cha cota se nota z;. Dadas las cotas superior e inferior es posible definir una brecha o salto
de dualidad: d,, = z, - z. Este valor es muy importante debido a que con él se construye el
criterio de parada. El método se detiene cuando d,; < 6.

2.5. CENTRO ANALITICO
Tomando x = (y, z), el conjunto de localizacién se puede escribir de la siguiente forma:

L ={xeR™:ATx <D}
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El conjunto anterior es un poliedro acotado y para dicho conjunto es posible definir su cen-
tro analitico como el unico punto que soluciona el siguiente problema:

n+l

arg min |-y log(s):s=0b-A'x
i=1

En la ecuacién anterior, se penalizan los puntos cercanos a la frontera, es decir, las varia-
bles de holgura (s,) que tiendan a cero. Por otro lado, el centro analitico es el Gnico punto
solucién a un sistema de ecuaciones no lineales (condiciones de optimalidad de primer
orden).

Alx +s=b
Au=0
Us=1

Donde U es la matriz diagonal correspondiente al vector de variables duales u. También es
posible definir el centro analitico del poliedro dual.

{Au=0, u=0}

Dicho centro analitico es la unica solucion al siguiente problema:
k
arg min |b'u -y log(u,) : Au=0,u=0
k=1
El calculo del centro analitico se basa en métodos de punto interior y los métodos mas
conocidos son:
*  Meétodo primal: encuentra las direcciones con el politopo acotado generado por el con-
junto de localizacion.
*  Método Dual: trabaja con el poliedro de variables duales.
*  Método primal-dual: combinacion de los métodos anteriores
*  Método primal proyectivo: encuentra las direcciones por medio de proyecciones de las
variables generadas por el conjunto de localizacién.
Una descripciéon detallada de dichos métodos y su convergencia se encuentra en [4] y en
[6].
2.6. ALGORITMO ACCPM

El algoritmo ACCPM se formula de manera general de la siguiente forma:
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INTRODUCCION AL METODO DE PLANOS DE CORTE Y CENTRO ANALITICO (ACCP,) PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS

Igoritmo ACCPM

Entrada:
Definir el nivel de tolerancia para la funcién objetivo: 6> 0
Definir las restricciones de caja: [, h € R"

Inicializacion:
Calcular 7y z;

Mientras 7 - z = 0 hacer
Oraculo

Si y* Y entonces
Anadir corte de optimalidad: z = f (y; y°);
z=min {7, f ()}

Sino
Anadir corte de factibilidad: g (y; y) <0

fin si

Programa principal
Actualizar el conjunto de localizacion;
Encontrar el nuevo centro analitico
Calcular una cota inferior z,;
z=max {z, z}

fin mientras

Conjunto de localizacion inicial: L; = {(y, ) €R™' 1 z<z<Z, =<y
Calcular el centro analitico inicial de L;: (¢, z°) = ! ; h , L ;5

Existe una biblioteca del método desarrollado por Péton y Vial en C++ [5]. Dependiendo de
la aplicacion que se desee programar, el usuario debe implementar el oraculo de su res-
pectivo problema. El analisis de convergencia del algoritmo ACCPM se encuentra en [1].

3. EJEMPLOS

Existen una gran cantidad de problemas de optimizaciéon que han sido resueltos por medio
ACCPM [1], [3]. A continuacién se presentan dos ejemplos sencillos que tienen como obje-

tivo aclarar la utilizacion del método.

3.1. UN PROBLEMA DE OPTIMIZACION |,

El problema a trabajar, se representa matematicamente de la siguiente manera:

min |[y - y1||.
s.a. |[y - y2|| <r

12
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A continuacién se presenta una forma sencilla de programar el oraculo:

Oraculo

€ =0, (Definicion del subgradiente inicial por medio del vector 0)
Si y eY entonces
Corte de optimalidad
Si |y, -y|=max {y;-y|:j=1,...,n}
Caso1: (y,-y,=20)
E =% + ¢, (donde ¢,es el vector de ceros con 1 en la i-ésima posicion)
Caso 2: (y,-y!<0)
E=E-¢
Fin si
Corte: f(y)+&7y=z
Sino
Corte de factibilidad
Parai=1, ..., nhacer
Caso 1: (y,-y’=0)
E =€ + ¢,(donde ¢,es el vector de ceros con 1 en la i-ésima posicion)
Caso 2: (y,- y:<0)
E=E-¢
Fin Para
Corte: g () +E7y=<z
Fin sino

Tomando y’' = (4,2), y’=(1,1), r=1,z=10,z= 0y las restricciones de caja K = [-3,3] X [-3,3].
El problema de optimizacién quedaria expresado de la siguiente manera:

min f(y) = |y - (4.2)
sag=[y-(1,D],-1=0
yek

La region factible es Y= {y e R*: g (y) < 0.

Figura 2. Region factible del problema de optimizacion

Ciencia e Ingenieria Neogranadina, Vol. 17-2, 2007 13



INTRODUCCION AL METODO DE PLANOS DE CORTE Y CENTRO ANALITICO (ACCP,) PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS

El primer centro analitico es (y,z)=(0,0,5).
Primera iteracion:

Como y’ = (0,0) ¢ Y entonces el oraculo retorna un corte de factibilidad, asi:

g()’;yl):1+(-1-1)(y1_1) <0
yz_l

gy)=1-y-y,=0
Luego, el primer conjunto de localizacion obtenido es:

L={0, 9, 0N :0,y)EK z=21-y,-y,=0)}

g(ysyD<0

P

4 _

Figura 3. Primer conjunto de localizacién y su centro analitico

El centro analitico de Lﬁ_es (1.333,1.333,5). Ademas z =0
Segunda iteracion:

Como y* = (1.333, 1.333) es un punto factible, se obtiene un corte de optimalidad; Es decir,
el oraculo retorna el siguiente corte:

fry) =z
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FO ) =f 6P + (-1 0) (y‘ - 4) <z
y-2

fy)=4-y =z

Con lo anterior 7 = 2.667.
Actualizando el conjunto de localizacion se obtiene que:

L=L'N{(y,y, 2R :14-y =z,2=2.667}

Como el ultimo corte hallado no se puede graficar en NQ’, se hace una aproximacion notando
que z = z7=2.6667. Es decir, la grafica del corte corresponde a una curva de nivel en z = 2.6667.

4

Figura 4. Segundo conjunto de localizacién y su centro analitico

El centro analitico de L es (2.445,1.188,1.33) y z=0.
Tercera iteracion:

En este caso y* = (2.445,1.188) no es factible, asi pues el oraculo retorna un corte de facti-
bilidad, de la siguiente manera:

g8 y)=y+y,-3=<0
Actualizando el conjunto de localizacion se obtiene:

L=L N {(,y, )R 1y +y,-3=<0}
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4 —

g(y;y3)<0

4
Figura 5. Tercer conjunto de localizacién y su centro analitico
El centro analitico de L:es (2,0,1.333).
Cuarta iteracion:
(2,0) £ Y, luego se obtiene el siguiente corte de factibilidad:
v, -y,=1
Actualizando el conjunto de localizacion:

Li=L:N {0y, Z)EE)%3:)71')72S 1}

4 —

2y <0

[ I I I I I 1
-4 3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
o1 —

4

Figura 6. Primer conjunto de localizacién y su centro analitico

16 Loépez Ospina



UNIVERSIDAD MILITAR NUEVA GRANADA

Del grafico anterior se deduce que los proximos cortes seran de optimalidad.
Después de varias iteraciones se obtiene el 6ptimoy=(2,1) y z=2.

3.1.1 Problemas de localizacién de una planta (problema de Fermat)

Estos problemas de localizacién buscan encontrar un punto y € " tal que la siguiente fun-
cion f (y) tenga valor minimo:

Fo)=2]y-y
Donde y' € 1" son m puntos dados.

Para este ejemplo sea m=3 y n=2. Los tres puntos son: y' = (0,0), y*> = (6,1), y* = (4,2) que
forman el siguiente triangulo:

2.4)

(6,1)

(0,0) T T T T T T 1

Figura 7. Region factible para el problema de Fermat

Como dicho problema de optimizaciéon no tiene restricciones naturales, basta con tomar
una caja adecuada. Obviamente, la solucion se encuentra en el interior del triangulo forma-
do por los puntos. En este caso las restricciones de caja podrian ser K = [0,6] X [0,6] que a
la vez sera la region factible: luego asi, solo se obtendran cortes de optimalidad.

Se puede tomar como cotas los siguientes valores:

z=max {|y-y|:ij=1,23}y

Y-yl

3
z=min {,
[=i<3 T

Asipues z=6,1yz=9.5.
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Un subgradiente para la funcién objetivo puede ser:
3 .
£= g,
donde,

g= |y -y
0 siy=y'

Cuando m =3 y n =2, este problema es conocido como problema de Fermat (ver [4]). En
este caso, la solucidén puede ser descrita de manera precisa. La solucion éptima esta dada
por el punto interior al triangulo, tal que el angulo formado entre este punto y las rectas que
lo unen con dos extremos del triangulo es 120°. De esta manera se obtiene el 6ptimo, y* =
(2.39401, 2.16395) y 7" = 8,8941058.

Como la region factible Y = K, entonces el primer centro analitico es (3, 3, 7.8).

Primera iteracion

y'=(3,3) genera el siguiente corte f(y; y') =9.262 + (3.325 18.525) (y' i 3) = z. Es decir f(y; y")
= 3.32544818y, + 18.524811y, - 55.574433 < z. Y- 3

Ademas, 7 = 9.262. Este valor aproxima graficamente el siguiente corte:

K

Fyhs_

1 2 3 4 5 6

Figura 8. Primer conjunto de localizacién y su centro analitico
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El primer conjunto de localizacion es:
L={(,y,2 € N’ :2<9.262, 3.325y, + 18.525y, - 55.574 < z}
El centro analitico de L; es (4.874,1.901, 6.947)y z=6.1.

Segunda iteracion:

y' = (4.874,1.901) genera el siguiente corte 34.109y, + 3.780y, - 163.213 < zy z=9.262. Obte-
niendo la siguiente aproximacion grafica:

K

JOy2)<_

1 2 3 4 5 6

Figura 9. Segundo conjunto de localizacién y su centro analitico

El nuevo conjunto de localizacion es
Li=L'N {(y, y, 2 € R : 34109y, + 3.78y, - 163.213 < z}

El centro analitico de L:es (1.69, 3.11, 9.214).
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