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Resumen: El objetivo de esta investigacion es caracterizar las concepciones matematicas de futuros
profesores en la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias en el contexto de la argumen-
tacion. Los conceptos de argumentacion colectiva, las concepciones matematicas y las ecuaciones
diferenciales ordinarias constituyen el marco conceptual de la investigacion, reflejados en la imple-
mentacion del modelo enriquecido de Toulmin, una herramienta metodolégica que permite recons-
truir las concepciones de los profesores desde la argumentacion matematica. Los resultados de la
investigacion sefialan que las concepciones matematicas de futuros profesores se fundamentan en
los sistemas de representacion y las formas para comprobar soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias para el caso de las curvas ortogonales.
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Conceptions of Future Mathematics Teachers in the Context of
Argumentation

Abstract: The objective or this research is to characterize the mathematical conceptions of future
teachers in the resolution of ordinary differential equations in the context of argumentation. The
collective argumentation concepts, the mathematical conceptions and ordinary differential equa-
tions constitute the research conceptual framework, reflected in the implementation of the enriched
Toulmin model, a methodological tool that allows us to reconstruct the teachers’ conceptions from
the mathematical argumentation. The findings of the research indicate that the mathematical
conceptions of future teachers are grounded on representation systems and on the ways to
prove solutions for ordinary differential equations in the case of orthogonal trajectories.

Keywords: mathematics education; mathematical conceptions; mathematical argumentation; ordi-
nary differential equations

Concepcoes de futuros docentes de Matemdtica no contexto da
argumentacdo

Resumo: objetivo desta pesquisa é caracterizar as concep¢des matematicas de futuros docentes na
resolucdo de equacgdes diferenciais ordinarias no contexto da argumentacdo. Os conceitos de
"argumentacdo coletiva”, "concepgbes matematicas” e “equacdes diferenciais ordinarias” constituem o
enquadramento conceitual da pesquisa, refletidos na implantagdo do modelo enriquecido de Toulmin,
uma ferramenta metodologica que permite reconstruir as concep¢des dos professores a partir da
argumentacao matematica. Os resultados da pesquisa indicam que as concep¢des matematicas de
futuros docentes estdo fundamentadas nos sistemas de representacdo e nas formas para comprovar
solucbes de equaces diferenciais ordinarias para o caso das curvas ortogonais.

Palavras-chave: ensino de Matematica; concepcdes matematicas; argumentacdo matematica;
equacdes diferenciais ordinarias



Introduccion

En la literatura de la educacién matemadtica, el rol
del profesor se ha estudiado desde diferentes pers-
pectivas, entre estas, la practica y el conocimiento
matematico especifico (Flores y Carrillo, 2014; Hill
y Ball, 2004; Leiria, Gonzalez y Pinto, 2014), los
niveles de comprension y razonamientos emplea-
dos en relacion con temas especificos de la mate-
matica (Judrez y Inzunsa, 2014) y el conocimiento
didactico-matematico del profesor (Pinto, 2010).
Investigaciones en el contexto del razonamiento
matematico documentan que los profesores im-
plementan diversas formas del discurso, con base
en lo gréfico, lo textual y el formato mixto en la
resolucion de pruebas (Clemente y Llinares, 2015).
Asimismo, se ha documentado el cambio de las
concepciones de profesores en torno a la argu-
mentacion en clase de ciencia, en particular los as-
pectos epistemoldgicos y didacticos. Esto implica
el fortalecimiento de la argumentacion y aspectos
conceptuales, relacionados con la ensefianza de las
ciencias con base en la interaccién profesor-estu-
diante-medio (Ruiz, Marquez y Tamayo, 2012).

En el marco de la argumentacién y la prueba
matemdtica se han identificado dos tipos de investi-
gacion que abordan las concepciones de profesores.
Una tiene que ver con las concepciones de la prueba
matematica por parte de los profesores y la otra con
las concepciones sobre la resolucién de problemas
en diferentes contextos. Con respecto a la primera,
Conner (2008) estudio las concepciones de futuros
profesores de secundaria sobre la naturaleza de la
prueba matematica, focalizé su investigacién en
identificar como influye en la ensefianza en relacion
con el propdsito y la necesidad de probar en clases
de matematica. En el mismo sentido, Knuth (2002)
identifico que las concepciones de profesores de ma-
tematica sobre lo que es una prueba matematica son
limitadas, en razén a que le atribuyen la funcion de
verificador de una conjetura matematica.

En la resolucién de problemas, Alsina (2012)
reporta las transformaciones de las concepciones
de un grupo de profesores con base en el proceso
de reflexion y comparacién de su practica docente
con la de los demas. Al respecto, Salinas y Sgrec-
cia (2017) abordan el estudio de las concepciones
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de profesores en torno a problemas y ejercicios
matematicos en el nivel de secundaria, y sefialan
que identificaron las concepciones sobre la solu-
cién de problemas y ejercicios en funcion de varios
aspectos de la clase y las caracteristicas del grupo
de estudiantes. En un nivel curricular, las normas
para la practica matemadtica (ccssi, 2010) estable-
cen que los profesores de matematica de todos los
niveles deben tratar de desarrollar en sus estudian-
tes una serie de practicas en términos de “procesos
y competencias”, entre estos la argumentacion. Es-
pecificamente, el tercer estandar hace referencia a
que los profesores promuevan en sus estudiantes
la construcciéon de argumentos viables, y ellos, a
su vez, puedan cuestionar el razonamiento de los
demas. Bajo estas ideas, Conner (2013) destaca la
importancia de involucrar futuros profesores en
la produccién de la argumentacién matematica,
con el proposito de guiar a sus estudiantes en la
produccién de argumentos. Por tanto, establecer
y criticar argumentos se convierte en un enfoque
en las clases de matematicas, necesario para que
los profesores faciliten la argumentacién colectiva
(Wagner, Conner, Singletary y Francisco, 2014).

El centro de interés en estudios sobre las concep-
ciones matematicas de profesores de secundaria en
la literatura de la educacién matematica es analizar
las concepciones sobre la prueba, asi como los roles
que cumple esta en la ensefianza de la matematica
(Knuth, 2002), las formas en las que el profesor con-
tribuye a la produccién de la prueba a nivel colecti-
vo en el salon de clases (Conner, 2008), y las ideas
de como ensefiar métodos de prueba y concepcio-
nes relacionadas con su utilidad (Varghese, 2009).
Ante los antecedentes presentados, cabe resaltar la
ausencia de investigaciones sobre las concepciones
matemadticas de futuros profesores en torno a la
solucion de ecuaciones diferenciales en el contexto
de la argumentacion. En este sentido, Pedemonte y
Balacheft (2016) aseguran que es obvia la necesidad
de realizar investigacion centrada en analizar las
concepciones matematicas del profesor en torno a
la argumentacién, puesto que la concepcién puede
afectar la argumentacion del estudiante. Reforzado
lo anterior, con la escasez de investigaciones enfoca-
das en estudiar al profesor en formacion y en vista
de que se han realizado numerosas investigaciones
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enfocadas en estudiar profesores activos (Leiria et
al., 2014), es menester conducir investigaciones que
documenten sobre la concepcién y argumentacion
del futuro profesor. Por tanto, en esta investigacion
se priorizan las practicas argumentativas realizadas
por el profesor y las concepciones que adquieren sus
alumnos en relacion con el contenido matematico
en estudio, lo que induce a la idea, como objetivo de
la investigacion, de caracterizar en el contexto de la
argumentacion las concepciones matematicas de
futuros profesores de la materia cuando desarrollan
tareas de ecuaciones diferenciales.

De las ideas plasmadas se evidencia, como pro-
ducto de la revision de la literatura especializada,
una carencia de investigaciones que aborden el es-
tudio de las concepciones sobre la argumentacion
matematica de los profesores activos. Mas aun, de
forma puntual es notoria la escasez de pesquisas
sobre argumentaciones y concepciones de conte-
nidos matemadticos por parte de profesores en for-
macion, y en especifico en los debates del salon de
clases relacionados con las ecuaciones diferenciales
y la solucién de problemas que refieren a las curvas
ortogonales. Consecuentemente, se plantea la si-
guiente pregunta de investigacion: ;Cudles son las
concepciones matematicas de los futuros profesores
cuando —en el contexto de la argumentacion en cla-
se— resuelven ecuaciones diferenciales ordinarias?

Elementos tedricos

La investigacion se sustenta en conceptos base tales
como la argumentacién matematica, las concep-
ciones matematicas y las ecuaciones diferenciales
ordinarias. La integracion de estos conceptos fun-
damenta la investigacion y facilitan la interpretacién
de los resultados.

Concepciones matematicas

En el marco de la matematica educativa el concepto
de concepcion se ha definido desde diversas posturas.
En particular, en esta investigacion se entiende una
concepcion matematica como un estado de equili-
brio entre las acciones realizadas por el aprendiz y el
medio bajo el cual interactia (Balacheff, 2013). Esta
se constituye de cuatro componentes que confor-
man una cuadrupla relacionada con la concepcion

matemdtica del aprendiz. El primer componente de
la cuadrupla se caracteriza por el conjunto de situa-
ciones problemas (P), para las cuales los estudiantes
establecen soluciones. El segundo componente es el
conjunto de operadores (R) o reglas matematicas que
los estudiantes usan para solucionar y fundamentar
las respuestas a las situaciones problemas. El tercer
componente es el conjunto de representaciones (L),
es decir, los registros semioticos implementados du-
rante la resolucion de los problemas. En particular,
las representaciones vinculan el tipo de operador y
su respectivo uso. El cuarto componente es la estruc-
tura de control (%), el cual corresponde al conjunto
de medios en los que los estudiantes toman decisio-
nes, identifican opciones y evaltan su produccion.
Esta estructura incluye comportamientos tales como
evaluar la retroalimentacién, tomar decisiones o
juzgar el avance de una solucion a problemas (Ba-
lacheft, 2013). Estos cuatro componentes constituyen
la cuadrupla (P, R, L, Z), la cual modela la concep-
cién matematica del aprendiz y se caracteriza de for-
ma congruente con la definicién conceptual de una
concepcion como propiedad del aprendizaje en un
medio especifico (Balacheff, 2013).

Argumentacion matematica

Este concepto hace parte de la teoria de la argumen-
tacion, basada en los resultados sistematicos del es-
tudio del discurso, las producciones y el analisis de
la validez del punto de partida de un argumenta-
dor en su discurso. Especificamente, la argumen-
tacion se ubica dentro de la l6gica informal, la cual
hace referencia a los argumentos que involucran el
uso del lenguaje cotidiano (Van Eemeren y Groo-
tendorst, 2014). Sin embargo, en el contexto de la
matematica, la argumentacion refiere al acto de es-
tablecer conclusiones con el objetivo de convencer a
una audiencia a través de la produccién de razones
(i. e., regularidades, propiedades matematicas, entre
otras), al responder a criticas/refutaciones estableci-
das por una segunda persona, respaldar las razones
establecidas y asi sucesivamente. En este proceso se
establecen argumentos que refieren a cadenas de
razonamientos, secuencias de afirmaciones vincu-
ladas entre si y razones que entre ellas establecen el
contenido y la fuerza de la posicion del argumenta-
dor (Toulmin, 2003).

Concepciones de futuros profesores de matematicas en el contexto de la argumentacién



En el sentido de Toulmin, un argumento se con-
forma por una estructura de seis elementos (véase
la Figura 1). Los datos (D) hacen alusién a la infor-
macion base sobre la cual se establece una afirma-
cion, la asercion (A) es la afirmacion establecida por
el argumentador en el acto de convencer a una
audiencia, esta se justifica con base en la garantia
(G), 1a cual tiene el papel de conectar logicamente
los datos con la asercion. Ademas, la garantia cuenta
con el respaldo (Re), elemento que contiene de for-
ma general teoremas, axiomas, teorfas matematicas
o ejemplos que apoyan la garantia. La fuerza de la
asercion viene dada a través de frases como, por
ejemplo, “certeramente”, “probablemente” o “siem-
pre”, entre otras identificadas como el calificador
modal (C); la refutacion (R) evidencia las excepcio-
nes de la asercion, en otras palabras, los casos en los
que la garantia no conecta logicamente los datos
con la asercion (Toulmin, 2003).

Figura 1. Modelo argumentativo de Toulmin (2003)

En el contexto de la enseflanza de la matematica
escolar, la argumentacion que involucra conceptos
matematicos refiere a la argumentaciéon matematica
(Whitenack y Knipping, 2002). Particularmente, la
argumentacion en el salén de clases sucede a nivel
colectivo e involucra la participacion de los estu-
diantes y el profesor (Krummbheuer, 1995). Ademas,
se considera un constructo util en el analisis de la
naturaleza de la actividad que se suscita en clase de
matemdtica; esto, cuando se resuelven problemas
de forma colaborativa y discusiones con toda la cla-
se (Yackel, 2002). En cambio, Conner, Singletary,
Smith, Wagner y Francisco (2014), asi como Krum-
mheuer (2007), lo usan para referirse a la interac-
cién que ocurre entre dos o mas individuos cuando
trabajan juntos con el fin de establecer una afirma-
cién o una conclusion.
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Ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO)

La definicién de una ecuacion diferencial se retoma
de Zill (1997), quien la define como una ecuacion
que contiene derivadas de una o mds variables de-
pendientes con respecto a una o mas variables inde-
pendientes. Las ecuaciones diferenciales se clasifican
segun su orden, tipo o linealidad. Si una ecuacién
solo contiene una derivada ordinaria de una o mas
variables dependientes con respecto a una sola va-
riable independiente, entonces se dice que es una
ecuacion diferencial ordinaria (Epo). La clasifica-
cién segun el orden de la ecuacion es con respecto a
la derivada de mayor orden en la ecuacion.

Un caso particular de EDO aborda la familia de
curvas ortogonales. Estas refieren a todas las curvas
de una familia G(x, y, C1) = 0 que cortan ortogonal-
mente todas las curvas de otra familia, H(x, y, C2)
= 0. Ademds, se dice que las familias de curvas son
trayectorias ortogonales entre si (véase la Figura 2),
si solo si se cumple que dy/dx =f(x, y) es la ecuacién
diferencial de una familia; por tanto, la ecuacion di-
ferencial de sus trayectorias ortogonales es dy/dx
= -1/f(x, y) (Zill, 1997).

G(xp0)=0

H(x,5¢)=0

Figura 2. Familia de curvas ortogonales.
Fuente: Zill (1997)

Metodologia de investigacion

La investigacion es un estudio cualitativo, basado
en la recoleccion de datos empiricos a través de mé-
todos especificos con el propdsito de estudiar un
fendmeno en particular mediante la interpretacion
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de los datos en conjunto (Hernandez, Fernandez
y Baptista, 2010). La metodologia que se adopta se
fundamenta en un experimento del desarrollo del
conocimiento del profesor (teacher development
experiment TDE). Esta metodologia permite estu-
diar el desarrollo del pensamiento del profesor en
formacion o activo a través de un ciclo continuo de
analisis de escenas en las que el profesor-investi-
gador desarrolla tareas matematicas disefiadas por
un grupo de investigadores (Simon, 2000). En lo
que se refiere al método, se implemento el modelo
enriquecido de Toulmin propuesto por Pedemonte
y Balacheft (2016), pues este facilita la reconstruc-
cioén y el analisis de las concepciones matematicas
de los estudiantes para profesores en la interaccion
con el investigador durante el intercambio de argu-
mentos suscitados en el salon de clases.

Fases del experimento del desarrollo
del conocimiento del profesor TDE

El experimento del desarrollo del conocimiento
del profesor TDE, asi como el experimento de en-
seflanza (Valverde, 2014), estd constituido por tres
fases: preparacion del experimento, ejecucion del
experimento y analisis de los datos (Simon, 2000).

Preparacion del experimento

En esta etapa, el grupo de investigadores se reune
con el propésito de definir el contenido matematico
y el objetivo central del experimento, justificado con
base en la problematica que se pretende abordar en
lainvestigacion. Ademas, se discute la eleccion de los
participantes y las condiciones que deben tener para
ser parte del experimento, asi como sobre los dise-
nosy las metodologias de ensefianza recomendadas.

Con base en lo anterior, se elaboraron hipétesis
relativas al desarrollo del conocimiento del profe-
sor en relacion con el tema en estudio con el fin de
ser contrastadas desde el analisis de cada sesion y
reflexionar sobre un nuevo disefio que se aplicara
en las intervenciones futuras.

Ejecucidn del experimento

En la fase de experimentacion, el docente-investiga-
dor desarrolla las tareas disefiadas con un grupo de
estudiantes para profesor en un numero de sesiones

videograbadas. Asimismo, al término de las sesio-
nes los investigadores-observadores se retinen con
el profesor con el objetivo de contrastar las hipdtesis
planteadas con anterioridad y, dado el caso, replan-
tearlas para futuras intervenciones. Esta parte de la
etapa, segun Simon (2002), se denomina “el ciclo de
reflexion-interaccion”; en este se analiza el desarrollo
del conocimiento del profesor basado en la produc-
ci6n escrita y la argumentacion colectiva.

Andlisis de los datos

Esta etapa se fundamenta en el andlisis de la tota-
lidad de los datos a partir de la trascripcion de las
sesiones videograbadas llevadas a cabo. Posterior-
mente, se organizan los datos en conjunto para ser
analizados con el método seleccionado (seccién 5.2)
y reflexionar sobre los datos obtenidos. Ademas, a
manera de aporte, el TDE tiene como finalidad pro-
poner un modelo o esquema que describa el desa-
rrollo del conocimiento del profesor, en nuestro caso
modelos sobre las concepciones matematicas de los
profesores en el contexto de la argumentacién y la
resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Participantes e instrumentos para
la recoleccion de datos

Los participantes involucrados en la toma de datos
son tres estudiantes para profesor de matematica
que cursaban sexto semestre de la carrera de li-
cenciatura de una universidad publica del sur de
México. También participaron de forma activa en
la toma de datos dentro del salon de clases los dos
investigadores en funcién de auxiliares, asi como
en los momentos de reflexion-interaccion con el
futuro profesor, con el propdsito de indagar sobre
sus concepciones matematicas. Los instrumentos
que se implementaron en la recolecciéon de los da-
tos fueron: observacion participante, disefio de las
tareas matemdticas y notas de campo realizadas
por los investigadores.

El experimento de ensefianza estd conformado
por una tarea que refiere al estudio de familia de
curvas ortogonales. La tarea se disefid con el ob-
jetivo de recuperar y familiarizar conceptos claves
relacionados con el estudio de las familias de cur-
vas ortogonales, e involucrar a los estudiantes en
determinarlas con base en una familia dada. La
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aplicacion y el desarrollo de la tarea T demandé dos
horas reloj. En un primer momento, el profesor in-
vestigador propuso a los estudiantes resolver la tarea
y, al término de esta, se realizé una retroalimenta-
cion con base en las respuestas presentadas. Para el
desarrollo de la tarea matematica el profesor inves-
tigador les facilité computadoras a los estudiantes y
la tarea matematica impresa. Luego de que los estu-
diantes terminaran, el profesor investigador genero
un ambiente propicio para compartir las respuestas.
Con la intencién de generar la argumentacion entre
los estudiantes, proyectd el trabajo escrito y lo rea-
lizado en el GeoGebra de cada uno sobre la pizarra
con la ayuda de un proyector.

Tarea matematica (t)

Encuentra algebraicamente la familia de curvas
ortogonales a cada una de las ecuaciones, luego,
apoyado en el software GeoGebra, graficalas.

a. x+2y=c

b. x*+2y=c¢

Responde las siguientes cuestiones: 1) ;visual-
mente qué se puede inferir al trazar las tangentes
correspondientes a cada una de las curvas por el
punto de interseccion de las mismas? (explique
ampliamente); 2) al comparar las pendientes de las
rectas tangentes a la curva en un punto de intersec-
cidn, 3qué se puede determinar? (explique amplia-
mente); 3) ;como puedes relacionar lo algebraico
y lo grafico del célculo de las curvas ortogonales?

Método

El modelo de Toulmin se ha caracterizado por ser
una herramienta metodoldgica que permite re-
construir argumentos con base en el reconocimien-
to de elementos que conforman una estructura
argumentativa. Sin embargo, investigadores como
Conner (2008), o Pedemonte y Balacheft (2016), re-
conocen limitaciones en su uso. Por su parte, Con-
ner (2008) las reconoce porque, en la reconstruccion
desde lo colectivo, las intervenciones del profesor
quedan aisladas; en otras palabras, no se consideran
como parte del argumento, por lo cual realizé una
adaptacion que consiste en incorporar la interven-
cion del profesor.
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En el mismo sentido, Pedemonte y Balacheff
(2016) reconocen dos limitaciones. Con respecto a
la primera indican que el modelo deja de lado los co-
nocimientos base de los estudiantes en su totalidad;
por otra parte, la garantia, reconocida en muchos
casos, es ambigua en relacion con la regla o propie-
dad matematica en juego. Con base en el recono-
cimiento de estas limitaciones integraron el modelo
argumentativo de Toulmin junto con la cuadrupla
(P, R, L, £) que caracteriza una concepcién mate-
matica (Balacheff,2013), y generaron asi un modelo
enriquecido de Toulmin (véase la Figura 3) que tie-
ne en cuenta el conocimiento matematico de los es-
tudiantes en términos de concepciones matematicas
reconocidas durante la interaccion argumentativa, y
puntualiza las reglas y las propiedades matematicas
involucradas en la garantia del argumentador.

Respaldo

Concepcion

Figura 3. Modelo enriquecido de Toulmin.
Fuente: Pedemonte y Balacheff (2016)

Los elementos de la estructura argumentativa
se relacionan junto con los componentes de la cua-
drupla que caracteriza una concepcién matematica.
Esto, en el sentido de que un conjunto de problemas
matemdticos (P), inicialmente planteados, se pue-
den representar mediante un conjunto de proposi-
ciones (datos) expresado en términos de un sistema
de representacion (L). Con base en las proposiciones
dadas, en su respectivo sistema de representacion, se
aplica una regla (R) u operador con el propésito de
transformarlas en una nueva asercion. El conjunto
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de transformaciones es iterativo y termina cuando
se obtiene una aserciéon verdadera guiada por la
estructura control (¥) y esta se hace explicita en el
contenido de la garantia. Esta version enriquecida
del modelo de Toulmin se usara en la investigacion
propuesta para llevar a cabo la reconstruccion de las
concepciones de futuros profesores desde la argu-
mentacion suscitada en el salon de clases.

Resultados de la investigacion

Los resultados que se presentan contienen las con-
cepciones matematicas (cM) de los estudiantes
para profesor de matemdtica en términos de partes
argumentativas como lo son los datos, las garan-
tias, las conclusiones y los respaldos. En funcién
de reproducir la operatividad de los conceptos base
de la investigacion se reconstruye la argumenta-
cién matematica de los estudiantes para profesores
en funcién de los componentes de las concepcio-
nes matemadticas mediante el modelo enriquecido
de Toulmin propuesto por Pedemonte y Balacheff
(2016). Como aporte metodoldgico a la reconstruc-
cion y el analisis de la argumentacion, se agrego la
participacion del profesor en el modelo enriqueci-
do de Toulim en funcion de contener un panorama
general de la argumentacion-concepciéon matema-
tica (véase la Figura 4).

o

alificador

Profesor

Profesor
Respaldo

Concepciéon matematica

Figura 4. Adaptacion del modelo enriquecido de Toulmin.
Fuente: elaboracion propia.

Concepcién matematica, el caso de
Jesus sobre el inciso (a) de la tarea

La concepcion matematica del estudiante sobre las
curvas ortogonales en el contexto de las ecuaciones
diferenciales se reconoce desde la reconstruccion
de las funciones argumentativas. Cabe resaltar que
la estructura basica emergente en el desarrollo del
experimento se caracteriza por contener datos, aser-
cion, garantias y respaldos (Inglis, Mejia-Ramos y
Simpson, 2007). En efecto, el estudiante Jests retoma
como informacion inicial los datos del problema (P)
de la tarea matematica, es decir, tiene como datos
una familia de curvas para determinar una familia
de curvas ortogonales.

= Profesor, D1: Encuentra algebraicamente la fami-
lia de curvas ortogonales a: x + 2y = ¢

= Jesus, Al: La familia de curvas es y=2x+c
= Miguel, A2: y-2x=c
= Juan, A3:y-2x =c

Los tres estudiantes para profesor establecen sus
aserciones (A1, A2, A3), sin embargo, Jests presenta
—a diferencia de sus compafieros— un conjunto de
razones que soportan su asercion (Al) en términos
de la garantia de su argumento (G1). Su contenido
refiere a un procedimiento para determinar una
familia de curvas ortogonal de funciones lineales
mediante la regla matematica (R) relacionada con la
derivacion de funciones y el andlisis de las pendien-
tes de las rectas. A grosso modo, la regla consiste en
determinar el valor de las pendientes y analizar si
su producto es menos uno o no, lo que implica una
relacion de paralelismo y/o perpendicularidad, con
la interseccion en un punto o reciprocidad (véase el
Apéndice A).

= Profesor: ;Cémo comprueban ustedes que las fa-
milias de curvas encontradas son ortogonales?

= Jesus, Gl: Primero vemos el punto de interseccion

= Profesor: ;Cual seria el punto de interseccion?

= Jesus, Gl: En este caso como las curvas son rec-
tas, lo tinico que hay que ver si las pendientes

[rectas] son perpendiculares, bueno es el caso de
que son rectas.

Concepciones de futuros profesores de matematicas en el contexto de la argumentacién



= Profesor: Bueno, dado lo que tienen ahi la familia
de curva encontrada, es ortogonal a la primera?

= Jesus, Gl: En este caso como son rectas, es facil
ver que las pendientes son perpendiculares, o sea
que una pendiente es reciproca y de signo contra-
rio con respecto a la otra.

El sistema de representacion (L) empleado por el
estudiante es el analitico, en funcién de los aspec-
tos de las rectas, la ubicacion de puntos en el pla-
no y de determinar su sentido, tal como lo indica
el estudiante en su garantia y respaldo. En efecto,
la transformacion () que realizo el estudiante de la
regla matematica sobre los datos iniciales (familia
de curvas dadas) se reflejan en la graficacion y com-
probacién de que las curvas son ortogonales.

= Profesor: ;Cual es la pendiente de la primera
recta?

= Jesus, REI: -1/2

= Profesor: ;Y de la segunda?

= Jesus, RE: 2.

= Profesor: Entonces, esas curvas son...

= Jests: Al: Ortogonales, para cualquier c.

= Profesor: Encuentra algebraicamente la familia
de curvas ortogonales a: x + 2y = c.

= Jests, Al: La familia de curvas es y=2x+c.
= Miguel, A2: y-2x=c.
= Juan, A3:y-2x =c.

En resumen, la concepcion de los estudiantes
para profesor concurren en los argumentos estable-
cidos por el estudiante Jesus. Es decir, Miguel y Juan
llegaron a la misma familia de curvas ortogonales
basados en la regla de derivacion para determinar
la pendiente, al resolver la ecuacién diferencial or-
dinaria, y con esta a estudiar la relacion entre las
pendientes de las curvas para concluir sobre la
ortogonalidad. La concepcién matematica de los
estudiantes (véase la Figura 5) sobre las curvas orto-
gonales recae en el sistema de representacion anali-
tico, el cual consiste en determinar las pendientes de
las curvas dadas y analizar si el producto es menos
uno, o en casos particulares, analizar con base en
las gréficas de las rectas si son perpendiculares o no.
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La familia de curvas
es y=2X+c

Familia de curvas
x+2y=c

Ortogonales,
para cualquier ¢

Rectas
perpendiculares,
tiene pendientes
reciproca

\ | ustedes que
la familia
de curvas

encontradas

son
ortogonales?

\
Garantial

;Cudl es la
pendiente de la
primera recta?, ;y
de la segunda?

Concepcion matematica

Figura 5. Concepciéon matematica de Jesus.
Fuente: elaboracion propia.

Un aspecto a resaltar en la concepcion de los
estudiantes para profesor es el razonamiento ma-
temadtico empleado para determinar la familia de
curvas ortogonales a una dada. La garantia del es-
tudiante recae en el razonaminto inductivo, con
base en estudiar de manera particular la funcién
y con esto determinar la familia de curvas pedida.
Lo anterior se identifica en procedimientos de los
estudiantes, puesto que al derivar la funcién incial
y aplicar el método de separacion de variables se les
facilita integrar y determinar la familia de curvas
ortogonales, en términos de la ecuacion diferencial
que contiene la pendiente de la curva buscada.

El caso de una concepcidn colectiva
en el inciso (b) de la tarea

La interaccion entre los estudiantes que aspiran a
ser profesores genero la construccion de una con-
cepcion colectiva entre Jesus, Juan y Miguel. Esta
consiste en la integracion de reglas matematicas
en un solo sistema de representacion basado en lo
analitico. Los estudiantes concluyen sobre curvas
ortogonales escritas de forma diferente, pero repre-
sentan una misma familia de curvas ortogonales a
la inicial.

= Profesor, D1: ;Jests... cudl es la familia de curvas

ortogonales?

= Jests, Al: y =k x.
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= Juan, A2: y/x’=c.
= Jesus, A3: —\/L =c.
x2

La garantia de la concepcion colectiva se en-
marca en el estudio del comportamiento de las
pendientes en los puntos de interseccion. Esta
concepcion se fundamenta desde conocimientos
matematicos sobre la derivacién de funciones y
conceptos matematicos tales como pendiente, rec-
tas, paralelas y perpendiculares.

= Profesor: ;Como aseguran ustedes que esa es la
familia de curvas ortogonal a la curva dada?

= Jesus, Gl: Ver el comportamiento de las pendien-
tes en los puntos de interseccion.

= Profesor: Graficamente, ;cual es la idea?
= Jesus, GI: Ubicar los puntos de interseccion, lue-

go sacar las pendientes de cada curva y después
compararlas.

= Profesor: ;Y qué pasa con las pendientes?

= Juan, G2: Tiene que ser perpendiculares.

Sobre el sistema de representacion, los tres
estudiantes concurren en que la graficacién de
las rectas en un software dindmico de geometria
(GeoGebra) evidencia de manera directa si las rec-
tas son perpendiculares o no. En el contexto del
sistema de representacion analitico, los estudian-
tes relacionan lo algebraico con lo grafico como un
medio para comprobar que las curvas determina-
das sean ortogonales a las iniciales.

Respuestas a las preguntas de la tarea
matemadatica

= Profesor: ;Visualmente qué se puede concluir al
trazar las rectas tangentes a las curvas en los pun-
tos de interseccidn?

= Miguel, A3: Que ambas tangentes (rectas) son or-
togonales entre si.

= Profesor: ;Cuales son las ecuaciones de las rectas?
= Miguel, A3: -1,7x +0,5y= -0,4 y 0,68x +1,59y=1,72.

= Profesor: Al comparar las pendientes de las rectas
a las cuervas en los puntos interseccion, ;qué se
puede determinar?

= Juan, G2: Si las rectas son perpendiculares, nos
damos cuenta de que las curvas son ortogonales.

= Profesor: ;Como puedes relacionar lo algebraico
y lo grafico de las curvas ortogonales?

= Jests, GI: Lo gréfico, lo entiendo como lo visual, asi
miro la relacién que tiene el procedimiento que se
siguid para encontrar la familia de curvas ortogona-
les y graficamente vemos que las rectas son perpen-
diculares. Siento que lo algebraico si no lo haces
correcto es una forma de darte cuenta de si come-
tes un error, dependiendo de tu procedimiento.

» Juan, G2: Con lo algebraico llegamos a construir
una familia de curvas y a la vez confirmamos con
lo grafico lo algebraico.

= Miguel, G3: En lo grafico, vemos el comportamien-
to de las graficas y a partir de alli determinamos sus
tangentes y con lo grafico vemos también que las
rectas tangentes son ortogonales. Con lo algebraico
determinamos una familia ortogonal a la funcién
dada, lo algebraico para comparar los valores de las

pendientes y ver que son reciprocas.

Familia de curvas:
X*+2y=c

Jests:

~
Juan: Tiene que ser
perpendicular
Garantia

;Como aseguran

ustedes que esa es la
familia de curvas es
ortogonal a la curva
dada?

Jestis: Ver el
comportamiento de las

pendientes en los puntos de
interseccion.

Jesuis: Ubicar los puntos de
interseccion, luego sacar las
pendientes de cada curva y
después compararlas.

Miguel:
-1.7X +0.5Y=-04y
0.68X + 1.59Y=1.72

;Cudles son las
ecuaciones de las
rectas?

;Gréficamente,
cudl es la idea?

Figura 6. Concepcion colectiva de los estudiantes para
profesor. Fuente: elaboracion propia.

En la concepcién colectiva (Figura 6), los estu-
diantes se apoyaron en el software para comprobar
que las ecuaciones determinadas en la derivada de
la funcién incial coincidieran vy, sobre todo, la rela-
cién entre el producto de las pendientes de las rectas
sea igual a menos uno. Ademas, los procedimientos
algebrdicos —como lo indicaron los estudiantes—
operan con las funciones, el célculo de la derivada
y la determinacion de pendientes que materializan
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en la graficacién de la funcién encontrada y la grafi-
ca inicial en un mismo plano cartesiano.

En la reconstruccion de la argumentacién del
inciso b y con base en los componentes de una con-
cepcion, se retinen en una argumentacion colectiva
guiada por el profesor y presentada por los estudian-
tes. En sintesis, la concepcion colectiva enmarca un
razonamiento matematico inductivo bajo el estudio
de casos particulares a fin de determinar una fami-
lia de curvas que, a la vez, incluye el sistema de re-
presentacion analitico apoyado desde la grafica de
funciones en un plano cartesiano.

Discusion y conclusién

Con base en el andlisis de la reconstruccién de la
argumentacion, las garantias de los estudiantes con-
tienen propiedades matematicas que fundamentan
los procedimientos para resolver la ecuacion dife-
rencial planteada en la tarea (Nardi, Biza y Zacha-
riades, 2012). El procedimiento identificado en los
argumentos de los estudiantes para determinar la
familia de curvas ortogonales a una dada consistio
en derivar con respecto “x” la familia de la curva
inicial. Con esto se determina la pendiente de la
recta tangente a la curva de la funcién inicial, luego
encuentran una pendiente reciproca de signo con-
trario para solucionar la ecuacion diferencial y asi
determinar la familia de curvas ortogonal a la fami-
lia de curvas dadas.

El razonamiento que emplearon los tres estu-
diantes aspirantes a ser profesores en la soluciéon
de la tarea matematica se basa en la construccion de
una conclusion (familia de curvas ortogonales a la
inicial) desde un conjunto de pasos logicos (proce-
dimientos matemadticos: cdlculo de la derivada, de-
terminar la recta perpendicular a la dada, integrar y
operar algebraicamente). Es decir, el razonamiento
implicito para encontrar una familia de curvas or-
togonales a una familia dada es el razonamiento
inductivo.

En este proceso, los estudiantes parten visual-
mente de que las pendientes son perpendiculares,
entonces la familia de curvas encontrada es or-
togonal a la primera. En relacion con este tipo de
razonamiento, la regla que permite garantizar que
la familia de curvas es ortogonal a la encontrada es
la derivada de la familia dada (Zill, 1997), la cual
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se hace reciproca para luego determinar la familia
de curvas ortogonales mediante la solucion de una
ecuacion diferencial ordinaria.

Como parte de la investigacion, se reconoce
que los razonamientos de los estudiantes en la
resolucion de EDO aborda la faceta visual en la de-
terminacion de familias de curvas ortogonales. En
efecto, esta faceta jugo el papel de soporte o verifi-
cador, es decir, a través de lo visual se comprueba
que lo algebraico es correcto. De manera analoga,
la faceta algebraica también desempefié un papel
importante, dado que derivar la familia inicial y
determinar la pendiente reciproca a la familia de
curvas dadas soportaron la construccion de fami-
lias de curvas ortogonales.

A modo de cierre, se constata que las concep-
ciones de los futuros profesores de matematica en
el contexto de la argumentacion y la resoluciéon de
ecuaciones diferenciales tienen que ver con la cua-
drupla (P, R, L, %) en términos de (familia de curvas
f(x), derivada de f(x), analitico, comprobacién). La
concepcion se traduce en que los profesores bajo un
sistema de representaciéon analitico relacionan la
grafica de la familia de curvas dadas con la familia
de curvas ortogonales como medio para compro-
bar o verificar que los procedimientos algebraicos
y aritméticos son correctos (célculo de la derivada,
reciproco de la pendiente y operaciones aritméticas,
entre otras).
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Apéndice A
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Figura A1. Solucién del inciso (a) y (b) del estudiante Jesus
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