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Resumen

En el presente articulo se exponen varias tareas, disefiadas para evaluar la comprension que
tienen los estudiantes de cursos de calculo sobre el objeto matematico antiderivada. Las tareas
se han creado a partir de las sugerencias y recomendaciones existentes en el amplio bagaje
de investigaciones sobre didactica del calculo, con las que se cuenta a nivel internacional.
Asi mismo, se detalla el analisis ontosemidtico de cada una de las tareas propuestas, lo cual
evidencia la red de objetos y procesos matematicos —y sus vinculos—, puestos en juego en
las actividades de comprension de la antiderivada. El resultado de este estudio muestra que
las tareas aqui descritas pueden ser aplicadas a estudiantes universitarios (o estudiantes de
cursos de célculo que hayan estudiado la antiderivada), y podrian ser adaptadas para abordar
el estudio de dicho objeto matematico.
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Abstract

This study describes several tasks that aim to assess the comprehension of the antiderivative
mathematical object by students in calculus courses. These tasks have been designed based
on the suggestions and recommendations obtained from extensive studies conducted on a
global scale with respect to the teaching of calculus. In addition, this study includes an onto-
semiotic analysis for each of the proposed tasks, which proves the web of mathematical
objects and processes as well as their interconnections that can be observed while performing
different activities for assessing the student comprehension of antiderivatives. The study
results denote that these tasks may be applicable to college-level courses (or to calculus
courses whose syllabus includes antiderivatives) and adapted for conducting the academic
study of the said mathematical object.
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Resumo

No presente artigo se apresentam varias tarefas que foram projetadas para avaliar a
compreensdo que possuem os estudantes de calculo sobre o objeto matematico antiderivada.
As tarefas foram projetadas levando em conta as sugestdes e recomendacdes do extenso
historico de pesquisas sobre didatica de calculo disponiveis internacionalmente. Da mesma
forma, a analise ontosemiotica de cada uma das tarefas propostas ¢ detalhada, o que evidencia
a rede de objetos e processos matematicos - e seus elos - colocados em jogo nas atividades
de compreensdo da antiderivada. O resultado deste estudo mostra que as tarefas descritas
aqui podem ser aplicadas a estudantes universitarios (ou estudantes de cursos de calculo que
tenham estudado antiderivada) e poderiam ser adaptadas para abordar o estudo do referido
objeto matematico.
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Introduccion

El objeto matematico antiderivada, tal como
lo conocemos hoy en dia, esta relacionado
con otras nociones del calculo infinitesimal,
tales como la derivada y la integral. Dichas
nociones han sido objeto de diversas investi-
gaciones, en las que se han producido resul-
tados relevantes para los procesos de apren-
dizaje (Sfard, 1991; Tall, 1991; Artigue,
1995), para las estrategias y los procesos de
ensefanza (Czarnocha, Loch, Prabhu y Vi-
dakovich, 2001; Labrafia, 2000; Robles, Del
castillo y Font, 2012), y para el uso de la tec-
nologia (Depool, 2004, Robles, Del Castillo
y Font, 2012), entre otros. En el caso par-
ticular de la antiderivada, se han realizado
estudios sobre la reflexion de los estudiantes
al abordar reglas de integracion (Metaxas,
2007), estudios histdricos-epistemologicos
(Gordillo y Pino-fan, 2016), y sobre el uso
de la tecnologia (Ponce-Campuzano y Rive-
ra-Figueroa, 2011).

La comprension de los objetos matematicos
en el calculo infinitesimal ha sido abordada
desde diferentes marcos teoricos de la edu-
cacion matematica, como el propuesto por
Stard (1991), el cual sugiere que, a través
de los ciclos mentales de interiorizacion,
condensacion y reificacion, se logra la com-
prension de un objeto matematico. Gray y
Tall (1994), por su parte, proponen tres ci-
clos para la comprension: procedimiento,
proceso 'y preconcepto, con los cuales se
logra el entendimiento de los objetos ma-
tematicos. Kintsch (1998) utiliza un marco
teorico para la comprension de objetos ma-
tematicos, que coincide con elementos y su-
puestos de la teoria de registros semioticos
y, en particular, con la contraccién semioti-
ca (Duval, 2006b). Este propone, ademas,
abordar tareas como si fueran una féormula,
reconociendo simbolos y decodificando con
el fin de dar una percepcion global y situarla
en un modelo adecuado para resolver y lo-
grar comprension. En este mismo sentido,
Perie y Kieran (1994) proponen un proceso
no lineal, creciente, estratificado, compuesto
por ocho niveles: primitive knowing (PK),

image making (IM), image having (IH), pro-
perty noticing (PN), formalising (F), obser-
ving (O), structuring (S) e inventising (1),
y sefialan que, una vez alcanzado el Gltimo
nivel, un estudiante se puede desvincular
de la situacidén concreta y estara preparado
para efectuar lo que ellos denominan folding
back; en este punto, se creard un nuevo co-
nocimiento o se modificara uno existente.
En este articulo se presentan algunas tareas
que han sido disefiadas para evaluar la com-
prension de la antiderivada como objeto
matematico. La propuesta que se expone en
este documento, cuyo fin es evaluar la com-
prension de dicho objeto matematico, toma
en cuenta dos aspectos fundamentales que
hoy en dia parecen olvidados en la ensefian-
za tradicional: el acercamiento intuitivo y la
conjetura —aspectos que hemos fundamen-
tado con evidencia, obtenida a partir de un
estudio historico-epistemologico sobre la
antiderivada (Gordillo y Pino-Fan, 2016)—.
Dichos aspectos, tal como lo sustenta Tall
(2009), favorecen la participacion activa de
un estudiante. De igual forma, de acuerdo
con las posturas de Doorman y Maannen
(2008), estas permiten, a su vez, dar indica-
ciones sobre como evoluciona una nocion y
su desarrollo conceptual.

Marco referencial y metodologico

Comprension de los objetos matema-
ticos

Aunque, como hemos visto anteriormente,
existen diversas posturas para entender la
comprension, de acuerdo con Font (2001) y
con Godino, Batanero y Font (2007), hay dos
maneras basicas de concebirla: como proce-
so mental o como competencia. Segun estos
autores, los dos puntos de vista responden a
concepciones epistemologicas que, como mi-
nimo, son divergentes, por no decir que estan
claramente enfrentadas. Los enfoques cogni-
tivos en la didactica de las matematicas, en
el fondo, entienden la comprension como un
proceso mental. Los posicionamientos prag-
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matistas del Enfoque Onto-Semio6tico (Eos),
en cambio, llevan a entender la comprension
basicamente como una competencia. Es de-
cir, se considera que un sujeto comprende
un determinado objeto matematico cuando
lo usa de manera competente en diferentes
practicas.

Esta manera pragmatica de entender la
comprension hace que esta se conciba
también como conocimiento y aplicacion
de las normas que regulan una practica.
Se trata, pues, de un punto de vista que
procura dilucidar la inteligibilidad de las
acciones humanas, a través de la clarifica-
cion del pensamiento que las informa y si-
tuando a este en el contexto de las normas
sociales y de las formas de vida dentro de
las cuales aquellas ocurren. Es necesario
aclarar que, dentro del eos, enfoque teori-
co al que nos apegamos en este estudio, el
término conocimiento se utiliza en el sen-
tido de “constructo epistémico—cognitivo
general que incluye comprension, compe-
tencia y disposicion” (Pino-Fan, Godino y
Font, 2010, p. 209). La disposicion o capa-
cidad se relaciona con la nocién de objeto
matematico y didéactico personal, es decir,
con aquello que posibilita la practica. La
competencia se relaciona con las practicas
matematicas de los sujetos y con la acti-
vacion, en dichas practicas, de la configu-
racion ontosemiotica cognitiva adecuada,
que deberia estar idoneamente acoplada a
la configuracion ontosemiotica epistémica
de referencia (Pino-Fan, Godino y Font,
2011) y al contexto en el que se desarro-
lla la practica. La comprension, como lo
afirma Pino-Fan (2014), tiene que ver con
las relaciones —vistas desde la perspecti-
va de la congruencia matematica— que se
deben establecer entre todos los elementos
que intervienen en la configuracion onto-
semiotica cognitiva (o epistémica, en el
caso de practicas institucionales), y que
activa el sujeto para resolver determina-
das situaciones-problemas. En el apartado
2.3 describiremos lo que se entiende por
configuracion ontosemidtica (epistémica 'y
cognitiva).

Criterios para la seleccion de las tareas

El disefio de cada una de las tareas busca
que el objeto matematico se use de manera
competente en diferentes situaciones. En el
proceso de construccion de las tareas con-
sideramos dos criterios para la seleccion
de estas. El primer criterio estipula que los
problemas o situaciones deben proporcionar
informacion sobre el grado de ajuste del sig-
nificado personal de los estudiantes respecto
del significado global u holistico del objeto
antiderivada (Gordillo y Pino-Fan, 2016).
Para lograrlo, se incluyeron tareas que acti-
van los diversos significados parciales de la
antiderivada. El segundo criterio es que los
items seleccionados, siguiendo la postura de
investigaciones como las de Font (1999), Pi-
no-Fan (2014) y Cris6stomo (2012), respon-
dan a los diferentes tipos de representacio-
nes para la antiderivada. Asi mismo, como
parte de este criterio, hemos considerado los
resultados obtenidos de un estudio histori-
co-epistemoldgico con el cual realizamos la
reconstruccion del significado holistico de
la antiderivada, a partir de la caracterizacion
de las practicas matematicas, representa-
ciones, conceptos, proposiciones, procedi-
mientos y argumentos, que se emplearon a
lo largo de la historia y que dieron lugar a
la emergencia, evolucion, formalizacion y
generalizacion de dicho objeto matematico
(Gordillo y Pino-Fan, 2016). En este senti-
do, las tareas ponen en juego los siguientes
tipos de representaciones para la antideriva-
da —y también para las funciones asociadas
a esta—: descripcion verbal, grafica, formu-
la (simbolica), tabular, iconico y sindptico
(mapas conceptuales).

De esta forma, y dada la complejidad que
tiene el planteamiento de una sola tarea que
satisfaga o evalue ambos criterios al mismo
tiempo, las tareas se seleccionaron de mane-
ra tal que, a lo largo del instrumento cNM-An-
tiderivada, se complementan para evaluar
dichos aspectos. Otro factor relevante para
la construccion de los items es la reconstruc-
cion del significado holistico de la antideri-
vada (Gordillo y Pino-Fan, 2016). De acuer-
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do con D’ Ambrosio (2013), la comprension
de los objetos matematicos depende de la
comprension de como se originan estos y de
sus motivaciones para el desarrollo.

Herramientas metodologicas para el
analisis de contenido de las tareas

En este trabajo hemos adoptado los posi-
cionamientos pragmatistas que nos brinda
el marco tedrico conocido como Enfoque
Onto-Semidtico (Eos) del conocimiento y la
instruccion matematica (Godino y Batanero,
1994; Godino, Batanero y Font, 2007). En el
EOs se ha introducido una tipologia de obje-
tos matematicos primarios: situaciones-pro-
blemas, lenguajes, definiciones, proposicio-
nes, procedimientos y argumentos. Estos
objetos matematicos primarios estan rela-
cionados entre si y forman redes de objetos
intervinientes y emergentes de los sistemas
de practicas, 1o que en el EOs se conoce con
el nombre de configuraciones. Estas confi-
guraciones pueden ser de tipo epistémicas
(redes de objetos institucionales) o cogniti-
vas (redes de objetos personales).

Asi, para la realizacion de una practica ma-
tematica y para interpretar que sus resulta-
dos son satisfactorios, se necesita poner en

Figura 1.

funcionamiento determinados conocimien-
tos. Si consideramos, por ejemplo, los com-
ponentes del conocimiento para la realiza-
cioén y evaluacion de la practica que permite
resolver una situacién-problema (plantear y
resolver un sistema de dos ecuaciones con
dos incognitas, por ejemplo), vemos el uso
de lenguajes, verbales y simbdlicos. Estos
lenguajes son la parte ostensiva de una se-
rie de conceptos, proposiciones y procedi-
mientos, que intervienen en la elaboracion
de argumentos para decidir si las acciones
simples que componen la practica, y ella en
cuanto que accidn compuesta, son satisfac-
torias. En consecuencia, cuando un agente
realiza y evalta una practica matematica, ac-
tiva un conglomerado formado por situacio-
nes-problemas, lenguajes, conceptos, pro-
posiciones, procedimientos y argumentos,
articulados en la configuracion de la figura
1 (Font y Godino, 2006, p. 69).

La definicion del objeto como emergente de
los sistemas de practicas y la tipologia de
objetos primarios responden a la necesidad
de poder describir los sistemas de practicas,
con el fin de compararlos entre si y tomar
decisiones en el disefo, desarrollo y evalua-
cion de procesos de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas.

Configuracion de objetos matematicos primarios.
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EL OBJETO MATEMATICO ANTIDERIVADA

Estos objetos matematicos primarios, que
conforman la configuracion, se manifiestan
de diversas maneras durante la actividad
matematica: el lenguaje con el cual nos re-
ferimos a ellos, a su vez, evoca conceptos o
definiciones, que se vuelven operativos me-
diante procedimientos y propiedades asocia-
das que, a su vez, se manifiestan durante la
solucion de las tareas matematicas. Ademas,
cada uno de los objetos matematicos prima-
rios puede ser considerado desde distintas fa-
cetas o dimensiones duales (Godino, 2002):
personal-institucional; ostensivo-no ostensi-
vo, unitario-sistémico, expresion-contenido;
extensivo-intensivo. Godino, Font, Wilhel-
mi y Lurduy (2011) sefialan que tanto estas
dualidades como los objetos matematicos
primarios pueden ser analizados desde una

Figura 2.

perspectiva proceso—producto, lo que lleva a

considerar los siguientes procesos:

* Institucionalizacion-personalizacion.

* Generalizacion-particularizacion.

* Descomposicion y analisis-composicion y
reificacion.

» Materializacion-idealizacion.

* Representacion-significacion.

La emergencia de los objetos matematicos

primarios, considerados en el modelo (ver

figura 1), lleva asociada, respectivamente,

los procesos de problematizacion, comuni-

cacion, definicion, algoritmizacion, enuncia-

cion y argumentacion. La figura 2 muestra el

desglose, y las interacciones, de los objetos

matematicos primarios, las facetas duales

desde las que estos pueden ser vistos y los

procesos que llevan asociados.

Configuracion de objetos y procesos matemdaticos.
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En esta figura se puede observar el papel
central que tienen, en el Eos, las situacio-
nes-problemas y las practicas realizadas
para resolverlas, asi como su dependencia
de los contextos institucionales en que estas
tienen lugar.

Las redes de objetos y procesos que hemos
descrito suelen recibir el nombre de configu-
racion ontosemiotica (Pino-Fan, Godino y
Font, 2015), y pueden ser de caracter episté-
mico o cognitivo, segun se refiera a objetos y
procesos matematicos institucionales o per-
sonales, respectivamente. En este documen-
to utilizaremos la herramienta configuracion
ontosemiotica epistémica para analizar deta-
lladamente los contenidos que se movilizan
en las précticas necesarias para resolver las
distintas tareas.

Analisis del contenido que evalian las
tareas

A continuacion, se muestra el desglose del
analisis de contenido de cada una de las ta-
reas: tarea, solucion plausible, analisis onto-
semiotico, contenido curricular que evalta
la tarea y principales dificultades en la re-
solucion.

Tarea 1: significados verbales de la anti-
derivada

Esta tarea (ver figura 3) es una pregunta
clasica que se ha hecho en diversas inves-
tigaciones (Badillo, 2003; Hihkioniemi,
2006; Habre y Abboud, 2006; Bingolbali y
Monaghan, 2008; Badillo, Azcérate y Font,
2011; Pino-Fan, Godino y Font, 2013) para
explorar los significados que tienen los es-
tudiantes de una nocién matemadtica espe-
cifica.

Figura 3.
Tarea 1: significados verbales de la antideri-
vada.

Tarea 1. ;Qué significado o significados tiene para ti la antiderivada?

Fuente: elaboracion propia.

Solucion plausible

Al tratarse de una pregunta de caracter glo-

bal, se espera que los estudiantes propor-

cionen alguno de los elementos de la lista

de los posibles significados de la antideri-

vada, tales como:

* Es un procedimiento para obtener una fa-
milia de funciones, a partir de una fun-
cion que ha sido derivada.

* Es la primitiva de la funcion f(x).

* Es la integral indefinida de una funcion

f(x).

Analisis ontosemiotico

Debido a la generalidad de la tarea (tanto
la cuestion como el tipo de solucion espe-
rada), no se hara para esta el desglose ope-
rativo de las configuraciones de objetos y
procesos del analisis epistémico. Basta con
sefalar que los elementos lingiiisticos, con-
ceptos, proposiciones y argumentos subya-
centes a las posibles soluciones de la tarea
son de carécter verbal (Pino-Fan, Godino
y Font, 2013). Las descripciones verbales
de los estudiantes no requieren conexiones
entre los distintos significados de la antide-
rivada, pues les basta con recordar los usos
y significados que han dado a dicho objeto
a lo largo de su formacion académica, para
proporcionar su respuesta.

Contenido curricular que se evalua

La tarea 1 evalta las diversas acepciones
de la antiderivada, personales e institucio-
nales.

Principales dificultades para su resolu-
cion

Es posible que la mayoria de los estudian-
tes respondan de forma errada: “proceso
inverso de la derivada”, sin recordar (o
tener conocimiento) que la finalidad del
proceso lleva a encontrar una familia de
funciones a partir de una funcién que se
ha derivado.
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Tarea 2: modelo sindptico estructurado

Esta tarea (ver figura 4) se disefid con el fin
de determinar si los estudiantes organizan
redes alrededor del objeto bajo estudio, en
nuestro caso: la antiderivada. Esta organiza-
cion jerarquica de redes de conceptos o ma-
pas conceptuales es un instrumento de orden
y de representacion de los conocimientos.

Figura 4.
Tarea 2: modelo sinoptico estructurado.

Tarea 2. Piensa en las siguientes expresiones

Los mapas conceptuales pueden ser inter-
pretados como modelos sindpticos de des-
cripcion estructurada de un sistema (Ben-
como, Godino y Wilhelmi, 2004), y suelen
ser representados mediante grafos, en cuyos
vértices se colocan objetos. De esta mane-
ra, para la busqueda de una respuesta a una
cuestion, se organiza y representa el conoci-
miento mediante redes de objetos.

. . . d . .
: integral indefinida, d—i, velocidad, derivada,

integral, drea entre dos curvas, f'(x), antiderivada, j: f(x)dx, integral

definida, teorema fundamental del cadlculo. Elabora un mapa conceptual

utilizando las expresiones anteriores y otras que tengas en la mente, y explica

posibles relaciones entre ellas.

Fuente: elaboracion propia.

Solucion plausible

La figura 5 corresponde a una de muchas
organizaciones de algunos términos del cal-
culo infinitesimal que pueden dar los estu-
diantes.

Figura 5.

Anadlisis ontosemiotico

Debido a la diversidad de organizaciones que
se pueden presentar, no se realiza para esta
el desglose operativo de las configuraciones

Un mapa conceptual de términos del calculo infinitesimal.

|  Familia de funciones [~ Antiderivada |

resultado

notacion

J’ f[.x}dx ————

Indefinidas H Definidas }_M_,

Pueden ser

Integrales

Teorema Fundamental
Del Calculo TFC

|

Derivada

Fuente: elaboracion propia.

Numeros o
magnitudes

t 1

resultado

b _—
[f(x) dx Aplicaciones
a

dy

dx

notacion
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de objetos y procesos del andlisis epistémi-
co. Sin embargo, la construccion que presen-
ten los estudiantes permitira identificar con-
flictos epistémicos esenciales, tales como
el aceptar o no la correspondencia entre las
redes propuestas. Ademas, el analisis de los
mapas conceptuales, desde el punto de vista
del Eos, permite que se identifiquen las face-
tas duales de los elementos primarios que se
ponen de manifiesto en este tipo de tareas,
por ejemplo:
* La dualidad contenido-expresion puede
identificarse en el uso de los conceptos y/o
proposiciones en los diferentes registros.

La dualidad personal-institucional, en el
proceso intencional de hacer evolucionar
el significado personal hacia el institu-
cional pretendido.

La dualidad ejemplar-tipo, en los argumen-
tos de los estudiantes mediante ejemplos,
al describirlos como representantes de
una clase de objetos mas general (formal).

La dualidad no ostensivo-ostensivo, de-
terminada por la necesidad del registro
escrito para facilitar el contraste de las
diversas producciones de los estudiantes.

* La dualidad sistémico-elemental, en el pa-
pel articulador que cumple la nocion de
antiderivada en todo el discurso, resal-
tando las conexiones matematicas entre
las entidades primarias involucradas.

Contenido curricular que se evalua

La tarea 2 evaltia la organizacion de concep-
tos del calculo infinitesimal y la determina-
cion de relaciones entre las nociones dadas y
otras nociones propuestas por el estudiante;
en particular evalua el reconocimiento del
objeto de estudio como parte de un elemento
de calculo infinitesimal.

Principales dificultades para su resolucion

Es posible que algunos estudiantes no agre-
guen nuevos términos a los dados en la tarea
0 que no se expliquen las conexiones entre
los términos.

Tarea 3: diferencia integral-antiderivada

Esta tarea (ver figura 6) se disefi6 de acuer-
do con lo encontrado en el estudio histori-
co-epistemoldgico, realizado por Gordillo y
Pino-Fan (2016). En ¢l se encuentran dife-
rencias conceptuales entre los objetos ma-
tematicos integral y antiderivada. De esta
forma, la tarea propuesta ayuda a explorar
en los estudiantes la diferencia conceptual
de estas dos nociones.

Figura 6.
Tarea 3: diferencia integral—antiderivada.

Tarea 3. ;Existe alguna diferencia entre las nociones de

integral y antiderivada? Justifica tu respuesta.

Fuente: elaboracion propia.

Solucion plausible

Una respuesta a la pregunta de la tarea pro-
puesta es: si, existe, pues la nocion de in-
tegral es generalizacion de una suma de in-
finitos sumandos infinitamente pequefios en
un intervalo. Generalmente, si la integral es
definida, esta asociada a los conceptos de
area o volimenes de sélidos, cuyos resulta-
dos particulares son numeros o cantidades
de magnitud, mientras que la antiderivada es
un procedimiento para obtener una familia
de funciones a partir de una funcion que ha
sido derivada, y en la que sus miembros di-
fieren por una constante.

Anadlisis ontosemiotico

A continuacién, se presenta un analisis de
los elementos lingliisticos, conceptos y defi-
niciones, propiedades y proposiciones, argu-
mentos y procedimientos, y sus significados,
que se espera sean activados en la solucion
de la tarea.

Elementos lingiiisticos

La sentencia de la pregunta “existe dife-
rencia...” implica un analisis que conlleve
la determinacion de “idea basica”, en este
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caso, de dos objetos matematicos del calculo
infinitesimal, integral y antiderivada, objetos
matematicos que comparten la misma sim-
bologia.

Conceptos y definiciones
* Integral: suma de sumandos infinitamente
pequefios en un intervalo cerrado.

* Integral definida: dar limites al proceso de
sumacion en una funcidn definida.

» Antiderivada: procedimiento para obtener
una familia de funciones, a partir de una
funcién que ha sido derivada.

Propiedades y proposiciones
* Para comprobar que la antiderivada de una
funcion es correcta, basta con derivar.

* Al asignar un valor especifico a la constan-
te de “integracidon”, se obtiene un miem-
bro de una familia de funciones.

* Al obtener la familia de funciones de una
funcion que ha sido derivada y seleccio-
nar el miembro, cuya constante se hace
cero (primitiva), se puede utilizar dicha
primitiva para aplicar el Teorema Funda-
mental del Calculo.

Procedimientos

Reflexivo-verbal: en este se describen rela-
ciones o diferencias que se piensan sobre la
integral y la antiderivada.

Argumentos
Verbal-deductivo: basado en los conceptos y
definiciones sobre las dos nociones.

Contenido curricular que se evalua

El contenido curricular que se evaltia con la
tarea es la diferencia conceptual del objeto
matematico integral y el objeto matematico
antiderivada.

Principales dificultades para su resolucion

En esta tarea se prevé que el estudiante no
encuentre las diferencias entre estos dos ob-

jetos y responda que no existen diferencias,
que estas son lo mismo y los términos son
sIndNimos.

Tarea 4: funciones elementales

Esta tarea (ver figura 7) se disefié de acuer-
do con lo encontrado en el estudio histori-
co-epistemologico sobre la antiderivada
(Gordillo y Pino-Fan, 2016). El recorrido
historico evidencié un significado parcial
para la antiderivada, dado por Euler, al de-
terminar que solo las sumas infinitas expre-
sadas como funciones elementales poseen
primitiva. En términos contemporaneos, lo
anterior puede ser expresado como “dado el
integrando de una funcidn, si éste se puede
expresar como funcioén elemental, entonces
tiene antiderivada”. De no ser asi, se debe
acudir a métodos numéricos para calcular la
integral en limites establecidos.

Figura 7.
Tarea 4: funciones elementales.

Tarea 4. (Es posible tener una funcién en R,
que se pueda integrar pero no tenga

antiderivada? Justifica tu respuesta.

Fuente: elaboracion propia.

Solucion plausible

Una respuesta a la pregunta de la tarea pro-
puesta es: si, es posible. Una funcion que
tiene antiderivada se puede expresar como
funcion elemental, es decir, puede ser ex-
presada como suma, resta, multiplicacion,
division o composicion de otras funciones,
usando un numero finito de operaciones al-
gebraicas. Un ejemplo es la funcion f(x)=x/
(x+1): esta puede ser expresada como pro-
ducto de otras dos, h(x)=x y g(x)=1/(x+1).
Hay funciones que no pueden ser expresa-
das como funciones elementales: por ejem-
plo, la funcién f(x) = e**. Por lo tanto, con
la expresion [e*?dx no es posible encon-
trar antiderivada. No obstante, si es posible
calcular la integral de la funcién con limi-
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. . 5
tes definidos: por ejemplo, [ e*’ dx, que
se puede calcular por medio de integracion
numérica.

Anadlisis ontosemiotico

A continuacién, se presenta un analisis de
los elementos lingiiisticos, conceptos y defi-
niciones, propiedades y proposiciones, argu-
mentos y procedimientos, y sus significados,
que se espera sean activados en la solucion
de la tarea.

Elementos lingiiisticos

* La expresion “funcion en R” equivale a
un elemento transformador, en el que in-
terviene un dominio y un recorrido que
conlleva un conjunto numeérico.

* La expresion “integrar” se refiere a un pro-
cedimiento matematico.

* La expresion “antiderivada” se refiere a un
concepto matematico.

Conceptos y definiciones

* Funciones en R: estas se particularizan en
aquellas que cumplan con la condicion
exigida en la tarea.

* Integral: dada como proceso es la suma de
infinitos sumandos infinitamente peque-
nos.

* Funciones elementales: estas son entendi-
das como funciones; pueden ser expresa-
da como suma, resta, multiplicacion, di-
visién o composicion de otras funciones,
usando un numero finito de operaciones
algebraicas. Al ejemplificar una funcion,
una de ellas puede ser la funcion: .

* Funciones transcendentes: estas son enten-
didas como funciones que transcienden
el algebra y no pueden ser expresadas
como una funcién elemental. Al ejempli-
ficar una funcion, una de ellas es la fun-
cion: f(x) = e*’.

Propiedades y proposiciones
* Algunas funciones que tienen antiderivada

se pueden expresar como funcion ele-
mental.

» Hay funciones que no pueden ser expresa-
das como funciones elementales.

Procedimientos

» Reflexivo-verbal: en este se describen las
diferencias entre relaciones o diferencias
que se piensan sobre la integral y la an-
tiderivada.

* Ejemplificaciéon con casos particulares:
a partir de ejemplos de funciones ele-
mentales y de funciones transcenden-
tes, se puede dar respuesta a la tarea
planteada.

Argumentos

» Empiricos: en estos se tratan de encontrar
ejemplos para confirmar o refutar cierta
hipotesis.

» Basado en los ejemplos de funciones ele-
mentales y transcendentes: son pro-
puestos en los procedimientos y con los
conceptos y definiciones dados anterior-
mente.

Contenido curricular que se evalua

La tarea 6 evalta los siguientes contenidos:

* Funciones elementales: concepto mate-
matico asociado a un tipo de funciones
que cumplen las condiciones de ser ex-
presadas como suma, resta, multiplica-
cion, division o composiciones de fun-
ciones.

* Integracion numérica: en el sentido dado
por un procedimiento para el calculo de
integrales definidas.

Principales dificultades para su resolucion:

En esta tarea se prevé que el estudiante no
respondera correctamente si no tiene cono-
cimiento matematico sobre las funciones
elementales y las funciones trascendentes,
tal como se propone en la solucion plausi-
ble.
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Tarea S: aplicacion de la antiderivada a la
economia

La tarea 8 (ver figura 8) puede verse como
una pregunta clasica de aplicacion que se
presenta en algunos libros de texto univer-
sitarios, con orientaciones hacia las ciencias
economicas (Haeussler, Paul y Wood, 2008;

Figura 8.

Aryay Lardner, 2004). Fue incluida para ex-
plorar la capacidad de relacionar la nocion
de antiderivada con otros objetos matemati-
cos en otros contextos. En este sentido, esta
tarea es evaluadora de conocimiento y com-
prension parcial de la nocion matematica en

contextos diferentes al matematico.

Tarea 5: aplicacion de la antiderivada en economia.

Tarea 5. En cconomia, la razén de cambio del costo total (C,) con respecto a la

cantidad g de unidades se llama Costo Marginal (Cy), asi Cyy = &; suponga

dq
dc

que la funcién de costo marginal de un producto esta dada por T‘ =5¢°—q

d

¢ Determine la funcion de costo total ?

Fuente: elaboracion propia.

Solucion plausible

Para determinar la funcién de costo to-
tal, dada una funcion de costo margi-
nal, se deben separar las variables
Cryq; asi,dCr = (5q°> — q)dq.  Verifica-
mos que las funciones dadas sean elemen-
tales y procedemos a encontrar la antide-
rivada para cada uno de los elementos en
la igualdad [Crdq = [(5¢% —q)dq, esto es,
Cr= §q3 - %qz + . Esta ecuacion proporcio-
na el costo total Cr de producir un producto
con q unidades; ¢ e Ry ¢ representan el costo
fijo de producir de la cantidad g unidades.

Analisis ontosemiotico

A continuacién, se presenta un analisis de
los elementos lingiiisticos, conceptos y defi-
niciones, propiedades y proposiciones, argu-
mentos y procedimientos, y sus significados,
que se espera sean activados en la solucion
de la tarea.

Elementos lingiiisticos
» La expresion “Determine la funcion...”:
sentencia que alude a un proceso de al-

goritmizaciéon del cual emergerd un
procedimiento para encontrar la fun-

¢ion costo total.

dor _c2_ .. S
*4q = 59"~ a:expresion simbdlica que se

refiere a la funcion de costo marginal.

[TPRIN

* “q”: letra que se refiere a una variable
que representa la cantidad de unidades
de lo que se produce.

* La letra C;: se refiere a la funcién de cos-
to total.

Conceptos y definiciones

* Funcion de costo marginal: funciéon que
describe el incremento que sufre el
costo cuando se incrementa la produc-
cion en una unidad, es decir, el incre-
mento del costo total que supone la
produccion adicional de una unidad de
un determinado bien.

* Funcién de costo total: funcidon que
da el costo que se tiene al producir
una cierta cantidad de unidades de un
producto.

* Antiderivada: procedimiento que permite
obtener la funcién de costo total a par-
tir de una funcion de costo marginal.

13
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Propiedades y proposiciones
* La derivada de la funcion de costo total es
una funcion de costo marginal.

» La antiderivada de la funcion de costo mar-
ginal nos permite obtener la funcion de
costo total.

Procedimientos

Meétodo de variables separables para solucion
de ecuaciones diferenciales ordinarias de pri-
mer orden y primer grado. Dada una funcion
de costo marginal, se deben separar las varia-
bles C; y q; asi,dCr = (5¢% — q)dq. Verifican-
do que la funcién dada es elemental, procede-
mos a encontrar la antiderivada para cada uno
de los elementos de la funcion.

Argumentos

A partir de la proposicion, la antiderivada de
la funcion de costo marginal permite obtener
la funcion de costo total. Asi, el costo total es
el significado (institucional) que, en las cien-
cias economicas, se le confiere a la antideri-
vada de la funcion de costo marginal.

Contenido curricular que se evalua

La tarea 8 evalla los siguientes contenidos:

* Funciones y su aplicacion en temas de la
economia.

» Uso de las “reglas basicas de integracion”,
entendidas como una técnica para encon-
trar la familia de funciones a partir de una
funcioén que ha sido derivada inicialmen-
te.

* Aplicacion de la antiderivada y sus propie-
dades en temas de la economia.

Principales dificultades para su resolucion

Se prevé que el estudiante no identifique los
simbolos y la notacion, propios de la economia.

Fiabilidad y validez de contenido de las
tareas

Con la finalidad de afianzar la fiabilidad y la
validez del contenido de cada una de las ta-
reas —validez entendida como la coherencia

e integridad en el argumento e interpreta-
cion, como lo describe Kane (2013)—, estas
se sometieron a revision, mediante el juicio
de expertos. Para el estudio se contactaron
seis expertos' del area de la educacion mate-
matica con especialidad en temas de calculo,
pertenecientes a las siguientes universida-
des: Universidad de Antioquia, Colombia
(E1); Pontificia Universidad Catolica de Val-
paraiso, Chile (E2); Universidad Auténoma
de Querétaro, México (E3); Universidad de
Sevilla, Espafia (E4); Universidad de Barce-
lona, Espaina (ES), y Universidad Autonoma
de Barcelona, Espana (E6).

Para facilitar la colaboracion de los parti-
cipantes de este estudio, a cada uno de los
expertos se le envio un formulario en el que
podia opinar libremente, para cada una de
las tareas, sobre el grado de relevancia de los
siguientes aspectos:

* Distintos significados del objeto antideri-

vada.

» Representaciones activadas tanto en los
enunciados como en las soluciones plau-
sibles.

* Contenido matematico de las tareas en
relacién con el objeto antiderivada, es
decir, el vinculo de la antiderivada con
otras nociones matematicas relevantes
para su comprension.

* Ausencia de algin contenido relevante.

* Redaccion y comprension de los enuncia-
dos.

Para cada uno de los puntos anteriores, los
expertos podrian elegir una puntuacion entre
1y 5, siendo 1 nada relevante y 5 totalmente
relevante. Adicionalmente, se les proporcio-
no espacios en los que podian plasmar sus

'Para este estudio estamos utilizando la palabra
“experto” en el sentido de Profesor Investigador
asociado a una universidad, reconocido por la
comunidad académica por sus publicaciones en
revistas de alto impacto, registradas en bases de datos
de tipo ISI/Web of Knowledge, SciElo, Scopus, ERIH,
ZDM o Latindex, y con experiencia de mas de 10 aios
en didactica de calculo.
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opiniones por tarea, y de todas las tareas en
general. Las respuestas de los expertos con-
tribuyeron a la mejora de las caracteristicas
y a la adecuacion del nivel de dificultad de
las tareas.

En general, las tareas fueron aprobadas y
avaladas por parte de los expertos, tanto los
enunciados como las soluciones plausibles
de aquellas. La tabla 1 muestra la puntuacion
media otorgada por cada uno de los expertos.

Tabla 1.
Puntuacion media de las tareas dada por los
expertos

Experto Puntuacién media
El 5,0
E2 4.8
E3 4,4
E4 4,2
ES 5,0
E6 5,0
Puntuacion en escala (1 a 5); Media= 4,722

Fuente: elaboracion propia.

Para determinar la calificacion de cada ex-
perto, se promedi6 la puntuacion asignada a
cada uno de los criterios evaluados para cada
una de las tareas. Como se puede observar, la
media total obtenida fue de 4,72 puntos. En
la version definitiva de las tareas se inclu-
yeron las sugerencias y recomendaciones de
cada uno de los expertos; estas recomenda-
ciones estaban orientadas hacia la mejora de
la redaccion de algunos enunciados y hacia
la consideracion de algunos elementos adi-
cionales en las soluciones de las tareas. Los
elementos de recomendacion corresponden
a la dificultad que tiene un estudiante para
resolver la tarea propuesta, y fueron anexa-
dos en el andlisis ontosemiotico.

Para que la fiabilidad y validez de contenido
de cada una de las tareas fueran lo més altas
posibles, ademas de las sugerencias de ex-

pertos, se realizaron, por tarea, los analisis
de contenido detallados, que se presentaron
en la seccion 3. Dichos analisis, que deno-
minamos andlisis ontosemioticos, junto con
las herramientas te6rico-metodoldgicas con-
templadas para llevar a cabo este tipo de es-
tudio, han sido sugeridos y utilizados con el
mismo fin en diversos estudios (Pino-Fan y
Font, 2015; Pino-Fan, Godino y Font, 2013),
y se prevé su potencialidad a la hora de ca-
racterizar y tener un buen grado de validez
de contenido en el disefio de tareas como el
que aqui presentamos.

Reflexiones finales

En esta investigacion, presentamos el disefio
de algunas tareas que nos permiten evaluar y
caracterizar el conocimiento y las practicas
matematicas sobre la antiderivada, en estu-
diantes de los primeros cursos universitarios.
La nocioén de conocimiento (conocimiento
matematico), desde un punto de vista prag-
matista como el adoptado por el Eos, incluye
y vincula las actividades de comprension,
competencia y disposicion, que intervienen
en las practicas matematicas desarrolladas
con la finalidad de resolver un problema.

Esta forma pragmatica de entender el cono-
cimiento ha sido considerada en el diseno de
cada una de las tareas, toda vez que estas re-
quieren, para su resolucion, de la moviliza-
cioén congruente, tanto de los diversos regis-
tros de representacion para la antiderivada
(Duval, 1995; 2006a) como de la diversidad
de significados parciales de dicha nocion
matematica (Gordillo y Pino-Fan, 2016).

Las posibles dificultades en la resolucion de
las tareas y el andlisis ontosemiotico (con-
tenido y curricular) realizado para cada una
ellas es anterior a la aplicacion de estas. Ade-
mas, permite observar, describir y predecir
la actividad como un complejo conjunto de
practicas matematicas, realizada por estu-
diantes universitarios al resolver las tareas
propuestas, alrededor del objeto matemati-
co. En dichas practicas se pueden identificar
la configuracién de objetos y procesos mate-
maticos primarios, propuestos por el marco

15



16

GORDILLO, W. ET AL

teorico del Eos, que se ha denominado anali-
sis ontosemiotico.

Este analisis ontosemiotico, utilizado en
cada una de las tareas, se prevé como una
herramienta potente para poder identificar,
analizar y tener un buen grado de validez
de contenido. Herramienta teérico metodo-
logicas del Eos, que es validada y utilizadas
en otros disefos de tareas (Pino-Fan y Font,
2015; Pino-Fan, Godino y Font, 2015).

Por otro lado, anadido a lo anterior, el es-
tudio mediante juicio de expertos ha dado
evidencia de que el disefio de cada una de
las tareas, en efecto, evaltia lo que se previo
en los analisis de contenido, y que se realiza
para cada una de ellas. Queda asi sustentado
el hecho de que el instrumento disefiado y
descrito a lo largo de este articulo si evalua
la articulacion de los significados institucio-
nales y personales, respecto a la antideriva-
da, lo cual proporciona, entonces, argumen-
tos validos para determinar que cada una
de las tareas es evaluadora de conocimiento
y comprension parcial, y en su globalidad:
evaluadora de comprension, competencia y
disposicion de la nocion antiderivada.

Reconocimientos

Este articulo se ha desarrollado en el marco
del Proyecto de Investigacion FONDECYT, de
iniciaciéon No 11150014, financiado por la
Comision Nacional de Investigacion Cienti-
fica y Tecnologica (conicyT) de Chile.

Referencias

Artigue, M. (1995). Ingenieria didactica. En
Gomez, P. (Ed.) Ingenieria didactica en edu-
cacion matemadtica. 97-140. México: Grupo
Editorial Iberoamérica.

Arya, J. C. y Lardner, R. W. (2004). Mate-
maticas aplicadas a la administracion y a la
economia. México: Pearson Educacion.

Badillo, E. (2003). La derivada como objeto
matematico y como objeto de ensenanza y
aprendizaje en profesores de matematicas de
Colombia. (Tesis doctoral, Universitat Auto-
noma de Barcelona, Barcelona, Espafia).

Badillo, E., Azcarate, C., & Font, V. (2011).
Anélisis de los niveles de comprension de
los objetos f’(a) y f’(x) en profesores de
matematicas. Enserianza de las Ciencias,

29(2), 191-206.

Bencomo, D., Godino, J. D., & Wilhelmi,
M. (2004). Elaboracion de redes ontosemio-
ticas de configuraciones didacticas con atlas/
ti. En Canfas, A. J, Novak, J. D. & Gonzalez,
F. M. (Eds.). Concept Maps: Theory, Meth-
odology, Technology. 2, 71-74. Pamplona:
Universidad Publica de Navarra.

Bingolbali, E., & Monaghan, J. (2008). Con-
cept image revisited. Educational Studies in
Mathematics, 68(1), 19-35.

Crisostomo, E. (2012). Idoneidad de Pro-
cesos de estudio del célculo integral en la
formacion de profesores de matematicas:
Una aproximacion desde la investigacion
en didactica del calculo y el conocimiento
profesional. (Tesis Doctoral, Universidad de
Granada, Espafia).

Czarnocha, B., Loch, S., Prabhu, V. & Vi-
dakovic, D. (2001). The concept of definite
integral: coordination of two schemas. In M.
van den Heuvel-Panhuizen (Ed.), Proceed-
ings of the 25th conference of the Interna-
tional Group for the Psychology of Math-
ematics Education (vol. 2, pp. 297-304).
Utrecht, The Netherlands: Freudenthal Ins-
titute.

D’Ambrosio, U. (2013). Priorizar histéria
e filosofia da matematica. Cuadernos de
Investigacion y Formacion en Educacion
Matematica, 8(11),175-186. Disponible en:
<http://revistas.ucr.ac.cr/index.php/cifem/
article/view/14724/13969 >.

Depool, R. A. (2004). La ensefianza y apren-
dizaje del célculo integral en un entorno
computacional. Actitudes de los estudiantes
hacia el uso de un programa de calculo sim-
bolico (pcs). (Tesis doctoral, Universidad de
La Laguna, Espafia).

Doorman, M., & Maannen, J. V. (2008). A
historical perspective on teaching and learn-
ing calculus. Australian Senior Mathematics
Journal, 22(2), 4-14.



ALGUNAS TAREAS PARA EVALUAR LA COMPRENSION SOBRE
EL OBJETO MATEMATICO ANTIDERIVADA

Duval, R. (1995). Sémiosis et pensée: regis-
tres sémiotiques et apprentissages intellectu-
els. Berne, Switzerland: Peter Lang.

Duval, R. (2006a). A cognitive analysis of
problems of comprehension in a learning of
mathematics. Educational Studies in Mathe-
matics, 61(1-2), 103-131.

Duval, R. (2006b). Un tema crucial en la
educacion matematica: la habilidad para

cambiar el registro de representacion. La
Gaceta de la RSME, 9(1), 143-168.

Font, V. (1999). Procediments per obtenir
expressions simboliques a partir de grafi-
ques. Aplicacions a la derivada. (Tesis doc-
toral, Universitat de Barcelona, Espafia).

Font, V. (2001). Processos mentals versus
competencia, Biaix, 19, 33-36.

Font, V., & Godino, J. D. (2006). La nociéon
de configuracion epistémica como herra-
mienta de analisis de textos matematicos: su
uso en la formacion de profesores. Educagao
Matematica Pesquisa, 8(1), 67-98.

Godino, J. D. (2002). Un enfoque ontologi-
co y semiotico de la cognicion matematica.
Recherches en Didactique des Mathémati-
ques, 22(2/3), 237-284.

Godino, J. D., & Batanero, C. (1994). Signi-
ficado institucional y personal de los objetos
matematicos. Recherches en Didactique des
Mathématiques, 14(3), 325-355.

Godino, J. D., Batanero, C., & Font, V.
(2007). The onto-semiotic approach to re-
search in mathematics education. ZDM. The

International Journal on Mathematics Edu-
cation, 39 (1), 127-135.

Godino, J. D., Font, V., Wilhelmi, M., &
Lurduy, O. (2011). Why is the learning of el-
ementary arithmetic concepts difficult? Se-
miotic tools for understanding the nature of

mathematical objects. Educational Studies
in Mathematics, 77(2), 247-265.

Gordillo, W., & Pino-Fan, L. (2016).
Una propuesta de reconstruccion del

significado  holistico de la antideri-
vada. Bolema, 30(55), 535-558. doi:
10.1590/1980-4415v30n55a12

Gray, E., & Tall, D. (1994). Duality, ambi-
guity, and flexibility: a “proceptual” view
of simple arithmetic. Journal for Research
in Mathematics Education, 25(2), 116-140.
doi:10.2307/749505

Habre, S., & Abboud, M. (2006). Student’s
conceptual understanding of a function and
its derivative in an experimental calculus

course. Journal of Mathematical Behavior,
25(1), 52-72.

Haeussler, E. F., Paul, R. S. & Wood, R. J.
(2008). Matematicas para administracion y
economia. México: Pearson Educacion.

Héhkioniemi, M. (2006). The role of rep-
resentations in learning the derivative. (Te-
sis doctoral, University of Jyvaskyld, Fin-
land).

Kane, M. (2013). Validating the interpreta-
tions and uses of test scores. Journal of Ed-
ucational Measurement, 50(1), 1-73. doi:
10.1111 / jedm.12000

Kintsch, W. (1998). Comprehension: a para-
digm for cognition. Cambridge: Cambridge
University Press

Labrana, P. A. (2001). Avaliaciéon das con-
cepcions dos alumnos de COU e Bachalera-
to acerca do significado do Calculo Integral
definida. (Tesis doctoral, Universidad de
Santiago de Compostela, Espafia).

Metaxas, N. (2007). Difficulties on under-
standing the indefinite integral. En Woo,
J. H., Lew, H. C., Park, K. S. & Seo, D. Y.
(Eds.), Proceedings of the 31st Conference
of the International Group for the Psychol-
ogy of Mathematics Education, (Vol. 3, pp.
265-272). Seoul, Korea: PME.

Pino-Fan, L. (2014). Evaluacion de la faceta
epistémica del conocimiento didactico mate-
matico de futuros profesores de bachillerato
sobre la derivada. Granada: Universidad de
Granada.

17



18

GORDILLO, W. ET AL

Pino-Fan, L., & Font, V. (2015). A method-
ologolgy for the desing of questionnaries to
explore relevant aspects of didactic-mathe-
matical knowledge of teachers. In Beswick,
K., Muir, T., & Wells, J. (Eds.), Proceedings
of the 39th Conference of the International
Group for the Psychology of Mathematics
Education. (Vol. 4, pp. 25-32). Hobart, Aus-
tralia: PME.

Pino-Fan, L., Godino, J. D., & Font, V.
(2010). Conocimiento didactico-matematico
sobre la ensefianza y aprendizaje de la deri-
vada. Memorias XIII Escuela de Invierno en
Matematica Educativa, Instituto Tecnologi-
co y de Estudios Superiores de Monterrey,
Monterrey, Nuevo Ledn, México. 206-213.

Pino-Fan, L., Godino, J. D., & Font, V.
(2011). Faceta epistémica del conocimien-
to didactico- matematico sobre la derivada.
Educagao Matematica Pesquisa, 13(1), 141-
178.

Pino-Fan, L., Godino, J. D. & Font, V.
(2013). Disefio y aplicacion de un instru-
mento para explorar la faceta epistémica del
conocimiento didactico-matematico de futu-
ros profesores sobre la derivada (1* Parte).
REVEMAT, 8(2), p. 1-49.

Pino-Fan, L., Godino, J. D., & Font, V.
(2015). A methodology for the design of
questionnaires to explore the mathematical
dimension and the epistemic facet of di-
dactic-mathematical knowledge of teach-
ers. CERME 9, WTG 20: Mathematics
teacher knowledge, beliefs and identity. Re-
cuperado de http://www.cerme9.org/prod-
ucts/twg20/

Pirie, S. & Kieren, T. (1994). Growth in
mathematical understanding: How can we
characterise it and how can we represent it?.
Educational Studies in Mathematics, 26(2-
3)165-190. doi: 10.1007/BF01273662

Ponce-Campuzano,J. C., & Rivera-Figueroa,
A. (2011). Unexpected results using com-
puter algebraic systems for computing an-
tiderivates. Far East Journal of Mathemati-
cal Education, 7(1), 57-80.

Robles, M. G., Del Castillo, A. G., &
Font, V. (2012). Analisis y valoracion de
un proceso de instruccion sobre la deri-
vada. Educacién matematica, 24(1), 35-
71. Recuperado de http://www.scielo.
org.mx/scielo.php?script=sci_arttext&pi-
d=S1665-58262012000100003&Ing=es&tl-
ng=es.

Sfard, A. (1991). On the dual nature of
mathematical conceptions: reflections on
processes and objects as different sides of

the same coin. Educational Studies in Math-
ematics, 22, 1-36. doi: 10.1007/BF00302715

Tall, D. (1991). Advanced mathematical
thinking. Dordrecht: Kluwer, A. C.

Tall, D. (2009). Dynamic mathematics and
the blending of knowledge structures in the
calculus. ZDM Mathematics Education,
41(1), 481-492.



