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Resumen

En el articulo se hace una propuesta didactica que concibe el desarrollo de la actividad
procedimental a través de las representaciones semidticas de los procesos de variacion y
cambio, como contexto para la formacion de conceptos en el proceso de ensefianza aprendizaje
del Calculo Diferencial, y que utiliza el asistente matematico DERIVE, como escenario para su
desarrollo. El marco tedrico esta dado por la utilizacion de multiples registros de representaciones
semioticas como via para lograr el nexo entre la comprension conceptual y procedimental. Se
demostrd, a través de la validacion experimental, que con este enfoque los estudiantes mejoran,
de forma significativa, su desempefo en la solucion de ejercicios matematicos, lo cual constituyo
el objetivo de la investigacion.
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Didactic proposal based on multiple forms of semiotic representation of
mathematical objects to develop the teaching learning process of differential
calculus

Abstract

In the article a didactic proposal is made, which envisions the development of the procedural
activity through the semiotic representations of the processes of variation and change, as a
scenario for the formation of concepts in the learning process of the Differential Calculus,
and how it uses the mathematical assistant DERIVE, as a platform for its performance. The
theoretical framework is given by the use of multiple registers of semiotic representations as a
way to achieve the nexus between conceptual and procedural understanding. It was demonstrated,
through the experimental validation, that with this approach the students significantly improve
their performance in the solution of mathematical exercises, which was the objective of the
research.

Keywords: variation and change, differential calculus, didactic proposal

Proposta didatica baseada em multiplas formas de representacio semiotica de
os objetos matematicos para desenvolver o processo de ensino-aprendizagem do
calculo diferencial.

Resumo

No artigo faz-se uma proposta didatica que concebe o desenvolvimento da atividade
procedimental através das representagdes semidticas dos processos de variagao e cambio,
como contexto para a formacao de conceitos no processo de ensino aprendizagem do
Calculo Diferencial, e que utiliza o assistente matematico DERIVE, como cenario para o
seu desenvolvimento. O marco teorico esta dado pela utilizagdo de multiplos registros de
representacdes semioticas como via para alcangar o nexo entre a compreensao conceitual
e de procedimentos. Pode-se demonstrar, através da validagao experimental, que com esta
abordagem os estudantes melhoram significativamente o seu desempenho na solucao de
exercicios matematicos, fator que constituiu o objetivo da pesquisa.

Palavras-chaves: variagdo e mudanga, célculo diferencial, proposta didatica.
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Introduccion
En el proceso ensefianza-aprendizaje
del Calculo Diferencial se manifiestan

insuficiencias en su tratamiento didactico, al
hacerse un marcado énfasis en la solucion
de tareas con un enfoque algoritmico a
través de habilidades algebraicas (Gordillo
& Pino-Fan, 2016; Caicedo & Diaz, 2011),
lo que, generalmente limita la comprension
significativa de los conceptos y métodos de
pensamiento matematico.

En este sentido, Rittle-Johnson, Siegler
& Alibali (2001) sugieren un tratamiento
didactico que interconecte la comprension
conceptual y la habilidad procesal en
matematica, para combinar la accion con la
comprension, y que los estudiantes puedan
saber por qué se ejecutan los procedimientos
que requieren la soluciéon de problemas; asi
como poder conjugar la capacidad de saber
qué se hace y por qué se hace.

Una de las vias para lograr el nexo entre lo
conceptual y lo procedimental es los procesos
de tratamiento y conversion de las multiples
formas de representacion semidtica de los
objetos matematicos, lo que se ha dominado
como registros de representacion semiotica
(Duval, 1993).

Seglin este autor, lo anterior requiere del
desarrollo de tareas donde se deba trabajar la
formacion de una representacion, que pueda
identificarse como perteneciente a un registro
dado; ademads del proceso y transformacion de
una representacion dentro del registro donde
fue creado, y finalmente la conversion, es
decir, la transformacion de una representacion
semiotica de un registro a otro.

El objetivo de la investigacion estuvo
orientado a mejorar el desempeio de los
estudiantes en la solucion de ejercicios
matematicos, a través de la implementacion
de una propuesta didactica que concibe el
desarrollo de la actividad procedimental a
través de las representaciones semioticas de
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los procesos de variacion y cambio, como
contexto para la formacién de conceptos
en el proceso de ensefianza aprendizaje del
Célculo Diferencial, y que utiliza el asistente
matematico DERIVE, como escenario para
el tratamiento y conversion de las multiples
formas de representacion semidtica de los
objetos matematicos.

Antecedentes

Desde la década de los afios 80 y hasta
la actualidad, han tomado auge diversas
investigaciones orientadas a la formacion y
desarrollo del pensamiento variacional como
elemento fundamental para la ensefianza y
aprendizaje del Calculo Diferencial, con la
intencion de propiciar un aprendizaje con
significado para los estudiantes, sobre los
procesos de variacion y cambio, y con sentido
en el ambito de su futura area profesional, lo
que se ha ido convirtiendo en una linea de
investigacion muy importante en la Didactica
del Calculo Diferencial (Ruiz, 2009; Salinas,
2016; Pulgarin, 2016).

Sin embargo, aun persisten insuficiencias
didacticas, pues, segin Silva & Rico (2016),
la ensefianza del Calculo Diferencial, tiende
a centrarse en una practica algoritmica y
algebraica, evaluando los conocimientos
adquiridosdesdeloalgoritmico, convirtiéndose
este fenomeno en un circulo vicioso para
poder tener niveles aceptables de éxito, pero
sin lograr una comprension significativa de
los conceptos y métodos de pensamiento
variacional.

Es por eso que se hace necesario
perfeccionar el trabajo didactico, desde lo
conceptual y lo procedimental, tratando de
combinar la accion con la comprension, de
modo que los estudiantes sepan por qué se
ejecutan los procedimientos que se requieren
para la solucion de problemas matematicos;
conjugando la capacidad de saber qué se hace
y por qué se hace (Zuiiga, 2007; Prada-Nufiez,
Hernandez-Suarez & Ramirez-Leal, 2016).
En relacion a esta problematica, Dolores
(2013), plantea que, en el discurso escolar de la
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matematica, no se presta la adecuada atencion
a la formacion de las ideas variacionales
tan necesarias para la comprension y uso
de los conceptos del Calculo Diferencial,
lo que conlleva a que muchos estudiantes
tengan dificultades en el aprendizaje de
esta asignatura, predominando las practicas
algoritmicas y algebraicas.

Ademéds, los métodos y procedimientos
empleados para abordar los procesos de
variaciéon y el cambio estdn estructurados,
atendiendo en lo fundamental al estudio de la
razén de cambio y su tratamiento algebraico
y en pocas ocasiones a procedimientos
en variaciones geométricas, limitdndose
el desempefio de los estudiantes en Ila
interpretacion, planteamiento y resolucion
de problemas (Chavez, Garcia, Gonzalez,
Quezada, Alvarez, Quifiones y Sandoval,
2016).

Marco teorico

Para el logro del objetivo de la investigacion se
asume como referente tedrico la existencia de
multiples formas de representacion semidtica
de los conceptos matematicos de Duval
(1999), las cuales denomind como registros
de representacion semiodtica.

Seglin este autor la utilizacion de multiples
registros de representaciones semidticas y la
transferencia entre estos registros es una via
ideal para lograr el nexo entre la comprension
conceptual y la procedimental, y que cuando
solo se trabajan estos desde un solo modo
de representacion se limita el desempefio
de los estudiantes en la solucion de tareas
matematicas.

Como los conceptos matematicos no son
directamente accesibles a la percepcion,
es de obligada referencia la nocion de
representacion, y para lograr la comprension
de los conceptos es necesario desarrollar
tareas donde se deba trabajar tres tipos de
acciones con los registros de representacion
semiotica: la primera orientada a la formacion
de una representacion identificandola como
perteneciente a un registro dado; la segunda

orientada al proceso y transformacion de una
representacion dentro del registro donde fue
creado (accidon de tratamiento), y finalmente
la transformacion de una representacion
semiodtica de un registro a otro (accion de
conversion).

En las acciones de tratamiento y conversion,
los autores de la investigacion acuden al
razonamiento inductivo — deductivo para
favorecer el proceso de argumentacion,
utilizandoy evaluando estrategias que permitan
reconocer las caracteristicas invariantes de
fenémenos que representen situaciones de
variacién y cambio en diferentes registros de
representacion semiotica.

El trabajo didactico con el uso de las
representaciones ~ semidticas  constituye
un medio de comunicacidn; para que los
estudiantes puedan asignarle significados
a los conceptos matematicos, dentro de un
sistema semidtico, aunque sea rudimentario,
describiendo como funcionan ciertos sistemas
de representacion y efectuando tratamientos
(operaciones, calculos y modelacion).

El derive como escenario
implementacion de la propuesta

para la

En la actualidad el uso de las tecnologias
para la ensefianza en la educacion superior
se hace cada vez mas indispensable, en este
sentido Beltran (2011), destaca a la educacion
virtual como elemento esencial del desarrollo
educativo en los ambientes universitarios
y argumenta la necesidad de su uso para el
desarrollo de propuestas didacticas.

En relaciéon al proceso de ensefanza
aprendizaje de la Matematica en la educacion
superior, son variadas las propuestas, desde
diferentes perspectivas, pero que de forma
general develan la necesidad y actualidad
de considerar el uso de la tecnologia para la
implementacion de propuestas didacticas
que pretendan mejorar el desempefio de
los estudiantes, a través de la comprension
conceptual procedimental.
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En relacion a lo anterior Taborda y Meneses
(2015), proponen el uso de los laboratorios
virtuales como estrategia didactica para
desarrollar el pensamiento logico de los
estudiantes, asi como Gutiérrez, Ariza y
Mujica (2014), que describen cudles deben
ser las estrategias didacticas para el uso
de herramientas virtuales en el proceso de
ensefianza aprendizaje de la Matematica.

Teniendo en cuenta estos aspectos, en la
investigacion se asume la utilizacion de la
tecnologia como escenario para implementar la
propuesta didactica, seleccionando al software
matematicos DERIVE por ser un asistente
matematico que, segin Porres, Pecharroman
y Ortega (2017), permite coordinar diferentes
registros de representacion del concepto sin
excesivo formalismo, ahorra tiempo y facilita
el desarrollo del pensamiento l6gico, permite
el desarrollo de la argumentacion reflexiva,
el trabajo desde la induccion-deduccion, la
motivacion y una fundamentacién mas solida
de las construcciones mentales.

El DERIVE es utilizado en las acciones
de tratamiento y conversion de los conceptos
matematicos y en el razonamiento inductivo y
deductivo de las tareas que incluye la propuesta
didactica, aprovechando las posibilidades que
brinda este asistente matematico para resolver
las actividades previstas.

Para evitar obstaculos relacionados con el
uso del DERIVE, al inicio del semestre se
desarrollan clases preparatorias para que los
estudiantes sepan utilizarlo y conozcan los
comandos e instrucciones que se requieren
para su utilizacidon, concibiéndolo como un
recurso tan imprescindible como el libro de
texto.

Metodologia
La propuesta didactica estuvo conformada

por dos fases de trabajo orientadas a la
comprension de los conceptos involucrados en
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los procesos de variacién y cambio, a través
del razonamiento inductivo—deductivo desde
la actividad procedimental, con el objetivo de
que los estudiantes mejoraran su desempeno
en la solucion de ejercicios en el proceso de
ensefnanza aprendizaje del Céalculo Diferencial.

Para el logro de lo anterior se plantearon
tareas en las que se tuvieran que desarrollar
y argumentar los procedimientos de
conversion de un objeto en diversos registros
de representacion semidtica, lo que requirid
de la realizacion de acciones sobre las
diversas representaciones, de forma tal que se
favoreciera la comprension de los conceptos
del Calculo Diferencial, siendo estas
acciones las que caracterizaron la actividad
procedimental en el registro semidtico del
concepto representado.

Para llevar lo anterior a la practica se
orient6 el trabajo en dos fases que tuvieron
una estrecha relacion de coordinacion entre
ellas:

 Fase 1: Orientacion inductiva en las
acciones de conversion de representacion
semiotica de los procesos de variacion y
cambio.

 Fase 2: Orientacién deductiva en la
justificacion de los procesos de variacion
y cambio a partir de sus representaciones
semioticas.

La fase 1 estuvo dirigida a la preparacion
de los estudiantes para que, a través de la
argumentacion reflexiva del funcionamiento
de la conversion de las representaciones
semioticas de los procesos de variacion y
cambio, pudieran establecer conclusiones
generales sobre los conceptos estudiados.

Esto requiri6 del docente orientar
adecuadamente a los estudiantes para que
reconocieran la importancia de la formacién y
tratamiento de los registros semidticos objetos
de estudio, su naturaleza o funcionalidad de
cada rasgo esencial, asi como las reglas que
rigen el tratamiento del registro.
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Para lograr lo anterior, se plantearon tareas
donde se hizo uso de distintas representaciones,
enfatizando que con la progresiva articulacion
entre ellas, se enriquecia el significado y el
conocimiento de los conceptos estudiados, asi
como considerar que en la medida en que los
estudiantes conocieran y supieran tratar con
distintos tipos de representaciones, podrian
realizar un andlisis mas profundo del proceso
de variacion y cambio y disponer de un mayor
nimero de herramientas matematicas para
resolver las tareas asignadas.

En este caso se plantearon tareas con
variadas representaciones semidticas, a través
de las cuales se manipularon los conceptos
objeto de estudio, se plantearon hipdtesis y
se trazaron las pautas para el trabajo con el
tratamiento y la conversion de los diferentes
registros de representacion semidtica de los
procesos de variacion y cambio.

La fase 2 estuvo dirigida a preparar a los
estudiantes para que dadas las caracteristicas
generales de las diferentes representaciones
de los procesos de variacion y cambio
pudieran hacer un razonamiento logico de las
caracteristicas particulares de los conceptos
estudiados.

Para concretar lo anterior se trabajo en el
analisis de las diferentes representaciones
de los procesos de variacion y cambio,
estableciendo las relaciones ldgicas entre
las unidades que lo constituyen, realizando
una argumentacion en forma precisa de sus
reflexiones con respecto a sus interpretaciones
y asi llegar a conclusiones particulares del
concepto objeto de estudio.

En esta fase se solicitd a los estudiantes la
justificacion de las representaciones semidticas
de los procesos de variacion y cambio, a
través de argumentos deductivos, utilizando
analogias y conjeturas, con un debate reflexivo
sobre la validez de diferentes proposiciones
vinculadas a los fenémenos de variacion
y cambio, para que asi pudieran detectar
las inconsistencias en los razonamientos

propios y ajenos, por medio de actividades
cognitivas de tratamiento y conversion de las
representaciones semioticas.

Como hilo conductor de las dos fases que
caracterizan la propuesta didactica, se concibio
la préactica de la argumentacion reflexiva
para favorecer el nexo entre la comprension
conceptual y procedimental, a través de
los diferentes registros de representacion
semidtica de los conceptos estudiados.

Implementacion de la propuesta

Las tareas se implementaron como trabajos
investigativos  orientados a generar la
argumentacion reflexiva, a través de tareas
matematicas extra que reflejaran procesos de
variaciébn y cambio en el contexto fisico o
ingenieril, dirigidas a la mejora del desempefio
de los estudiantes en la solucion de ejercicios
en el proceso de ensefianza aprendizaje del
Célculo Diferencial.

Cada tarea estuvo compuesta por tres etapas:

1. Presentacion y analisis de la tarea, gestion
de la informacion que ella ofrece a través
de la identificacion y comprension de
patrones variacionales que representa.

2. Realizacion de la  actividad
procedimental, utilizando el software
matematico DERIVE, representando

los procesos de variacion y cambio
identificados, en los diferentes registros de
representacion semiotica, reflexionando
y argumentando sobre el funcionamiento
de la conversion de las representaciones,
estableciendo  conclusiones  generales
sobre  los  conceptos  estudiados.

3. Andlisis de las caracteristicas generales
de las diferentes representaciones de
los procesos de variacion y cambio
para hacer un razonamiento logico de
las caracteristicas particulares de los
conceptos estudiados, utilizando el
software matematico DERIVE.
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Entrega del informe desarrollado por cada
equipo de trabajo

Andlisis  grupal, reflexivo-valorativo, del
trabajo realizado para debatir sobre el por qué
se ejecutaron los procedimientos que requirid
la solucion de problemas; y para reflexionar
sobre la necesidad de conjugar la capacidad de
saber qué se hace y por qué se hace para poder
comprender los conceptos estudiados.

Para ejemplificar la propuesta, y por
limitaciones del espacio disponible, se
ejemplificaran solamente la etapa 1 y 2 de la
implementacion de la propuesta a través del
siguiente problema.

Dos automoviles salen de la misma
interseccion de calles perpendiculares, uno de
norte a sur a 40 km/h y otro de este a oeste a
30 km/h. Si ambos se desplazan sin detenerse,
cuando el primero ha recorrido un km, ;cuén
rapido se incrementa la distancia entre ellos?
Para la gestion de la informacion que esta tarea
ofrece, en relacion a los patrones variacionales
que ella representa, se sugirieron las
siguientes interrogantes: ;Cudl es la variable
independiente en el problema?, ;Cual es la
dependencia de variables que el problema
revela?, ;Existen otras variables dependientes
en el problema?, ;Cuéles son las relaciones
entre las variables?, ;Como se manifiestan
las relaciones de variacion y cambio entre las
variables del problema? y ;Qué se necesita
encontrar para resolver el problema?

Para la realizacion de la actividad
procedimental, utilizando el software
matematico DERIVE, se representaron los
procesos de variacion y cambio identificados
en los diferentes registros de representacion
semidtica, como se muestra en la figura 1.
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En este caso se reflexiond y argument6 como
fue posible obtener el registro analitico, y se
valoraron las diferentes opciones de obtener
el registro analitico, a través de las nociones
previas que tenian sobre el calculo de distancia
entre dos puntos, y a través de la interpretacion
geométrica utilizando el teorema de Pitagoras.

Para poder llegar a conclusiones sobre el
analisis del problema estudiado se analiz6 que
si los dos automoviles se han desplazado el
mismo tiempo, entonces, , 0 bien: ,
por lo que el proceso de variacion y cambio
puede ser representado de la siguiente forma

, y teniendo en cuenta que
se tiene entonces que

Se reflexion6 y argument6 sobre las
relaciones entre los elementos expuestos
en la grafica, y en la ecuacién encontrada,
distinguiendo los elementos que distinguen
a la variacion y el cambio, enfatizdndose
en el aspecto conceptual de los procesos
de variacion y cambio, en el registro de
representacion  algebraico y geométrico,
incentivando la significacion del concepto de
derivada, no solo desde lo geométrico y lo
algebraico; sino, a través de la comprension de
los procesos de variacion y cambio, a través
de su funcionalidad en el problema dado.

Se hizo un debate sobre las propiedades y
reglas, relacionadas con el concepto derivada,
siguiendo argumentos deductivos informales
y exigiendo el uso del lenguaje matematico
para argumentar la solucion del problema.



No. 2

Baez, Pérez & Triana: Propuesta didactica basada en multiples formas de representacion semidtica de los objetos 27

matematicos para desarrollar el proceso de ensefianza aprendizaje del calculo diferencial

Validacion experimental de los
resultados

La propuesta se implementd en las carreras
de Ingenieria de la Universidad Autonoma
de Santo Domingo, Recinto Santiago de
los Caballeros, Republica Dominicana, en
los cursos 2012-2013, 2013-2014, 2014-
2015, 2015-2016, en condiciones naturales
y siguiendo la metodologia desarrollada por
Triana-Hernandez (2014).

Para el desarrollo de la investigacion se
planted la siguiente hipotesis: Sise implementa
una propuesta didactica, que concibe el
desarrollo de la actividad procedimental a
través de las representaciones semioticas de
los procesos de variacion y cambio, como
contexto para la formacién de conceptos
en el proceso de ensefianza aprendizaje del
Célculo Diferencial, y que utiliza el asistente
matematico DERIVE, como escenario para
el tratamiento y conversion de las multiples
formas de representacion semidtica de los
objetos matematicos, entonces se contribuird
a que los estudiantes mejoren el desempeiio
en la solucion de ejercicios en el proceso de
ensefnanza aprendizaje del Célculo Diferencial.

Se realiz6 una validacidon mediante el
criterio de expertos, utilizando el método
DELPHI, con el objetivo de determinar los
indicadores para poder determinar la variable
independiente: desempefio de los estudiantes
en la solucion de ejercicios matematicos.

Como resultado de este estudio se precisaron
los siguientes indicadores para valorar la
variable independiente:

* Los estudiantes identifican y manipulan
relaciones, patrones, transformaciones,
procesos algebraicos y geométricos.

 Los estudiantes reconocen la existencia
y el significado de la variacién en un
fendbmeno modelado matematicamente.

* Los estudiantes distinguen
los elementos de la  variacion.
 Los estudiantes establecen relaciones
entre los diferentes elementos que
distinguen la  variacion, relacionan
propiedades y  reglas  siguiendo
argumentos  deductivos  informales.

* Los estudiantes comunican y reflexionan
matematicamente y usan el lenguaje
matematico para argumentar la solucion
de problemas.

* Los estudiantes manipulan relaciones,
transformaciones, procesos algebraicos y
geométricos, en relacion al problema dado.

En el estudio experimental la variable
independiente fue manipulada por los
investigadores, y se caracterizd por ser fue
longitudinal y prospectivo. El grupo de
control se estudia en los cursos académicos
2012-2013, 2013-2014, y grupo experimental
en 2014-2015, 2015-2016.

Todos los estudiantes matriculados en
dichos cursos formaron parte de la muestra de
investigacion, analizandose las calificaciones
obtenidas al terminar el curso de Calculo
Diferencial, las cuales fueron clasificadas
como excelente (5), bien (4), regular (3) y mal

).

Para el andlisis de los resultados se utilizd
el software estadistico R, y se aplico la prueba
de [12, realizdndose todas las comparaciones
posibles entre los cursos experimentales y de
control (2012-2013 con2014-2015,2012-2013
con 2015-2016, 2013-2014 con 2014-2015 y
2013-2014 con 2015-2016), posteriormente
se hizo una ultima comparacion entre los
dos grupos experimentales (2014-2015 con
2015-2016 para ver si existieron diferencias
significativas entre los resultados obtenidos en
ambos grupos.

Se pudo comprobar que entre los dos
grupos experimentales no hubo diferencia
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significativa y que hubo mejores resultados
en los grupos experimentales con respecto a
los grupos donde no se realizé el experimento.
Ademas, el andlisis porcentual de los
indicadores determinados por los expertos,
para poder valorar el desempefio de los
estudiantes en la solucion de ejercicios
en el proceso de ensefianza aprendizaje
del Calculo Diferencial, arroj6 como
resultado que hubo mejoria significativa en
el desempefio en relacion al desarrollo del
pensamiento variacional, ya que, de forma
general, logran examinar la existencia y el
significado de la variacion en un fendmeno
modelado matematicamente, distinguiendo
los elementos en la variacion.

Se logr6 que dada una situacion variacional,
representada por un fendmeno matematico
extra, logren modelarlo matematicamente, y lo
caractericen por los elementos que distinguen
a la variacion, estableciendo relaciones entre
dichos elementos, a través de tablas, graficas
y otras formas de representacion.

Conclusiones

La investigacion sugiere un enfoque diferente
para desarrollar el proceso de ensefianza
aprendizaje del Calculo Diferencial,
articulando la comprensién conceptual
y la habilidad procesal, en el estudio de
procesos de variacion y cambio, a través del
tratamiento y conversion de las multiples
formas de representacion semiotica de los
objetos matematicos.

Se demostréo a través de la validacion
experimental, que con este enfoque los
estudiantes mejoran, de forma significativa,
su desempefio en la solucidon de ejercicios
en el proceso de ensefanza aprendizaje
del Calculo Diferencial, identificando
y manipulando patrones de variacion y
cambio en contextos analiticos, algebraicos
y numéricos, reconociendo la existencia de
procesos de variacion y cambio, asi como
su significado y elementos esenciales, para
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de esta forma comprender los conceptos
matematicos asociados a estos procesos.

Se logro, ademas, que los estudiantes
manipularan relaciones, transformaciones,
procesos algebraicos y geométricos, en
relacion a los problemas dados, argumentando
su solucion.

El uso de la tecnologia como escenario
para desarrollar la propuesta didactica, fue
esencial para motivar a los estudiantes, y para
desarrollar las fases previstas en la propuesta
didactica, y aunque se realizé con el software
matematico DERIVE, es posible la utilizacion
de cualquier otro software que permita el
trabajo de tratamiento y conversion de las
multiples formas de representacion semidtica
de los objetos matematicos.

Aunque los resultados fueron satisfactorios,
hubo dificultades por la no correspondencia
entre el enfoque de las tareas del libro de texto
y las planteadas en la propuesta, asi como las
dificultades con la utilizacion del DERIVE por
parte de los estudiantes.
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